DESPRE EXISTENTA SI UNICITATEA SOLUTIILOR
UNOR CLASE DE ECUATII INTEGRALE VOLTERRA
IN SPATIUL FUNCTIONAL 4.

DE

GH. BANTAS

Tn aceastd Notd se stabilesc uncle teoreme de existentd si de unicitate
in spatiul functional 4, definit mai jos, pentru solutiile unor clase de
ecuatii integrale Volterra. Tehnica de lucru utilizatd aici, se bazeazd pe
metoda elaboratd in [2] §i pe cea a inegalititilor integrale [1).

Fie R, semiaxa [a, o), R? spatiul euclidian real p-dimensional §i €,
spatiul vectorial local convex §i separat al funetiilor continue x: R,— R?,
cu topologia generati de familia numdrabili si suficientd de seminorme

[%]s=sup lIx(),
a<t &

unde meN si |x()|| este lungimea euclidiand a vectorului x(z).
n spatiul & considerim spatiul Banach € al functiilor mérginite pe
R., a cirui normd este definitd prin egalitatea

| x|e = sup| x(z} |
[ -V

si spatiul Banach 4. al functiilor absolut continue si cu derivati sumabiii
pe R,, a cérui norma este definitd prin egalitatea

@«

1) )], = Dl @) ||+ \ = (5 1 ds.

a
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Vom spune ci o funciie este absolut continud pe R,, dacd este absolut
continui pe orice interval [a, 5] CR,.

Tn legitura cu spatiul 4, vom face urmiroarele

Observagii. 1) Spagiul A, definit mai sus joacd un rol important in
unele probleme de echilibru asimptotic al unor sisteme mecanice descrise
de anumite tipuri de ecuatii functionale ([a]

2} Se constatd cu ugurmta ca A, C £, £unde cu &, am notat ﬁpapul
Banach al functiilor x € & care au limitd finitd pentru ¢ - o si o cdrui
pormid este cea din <.

Aceastd afirmagie rezultd din (1) care nespune cd integrala improprie

-]

Sx'[sjl ds trebuie si fie convergentd. De aici urmeazd ci functia x din 4,
a

a

parfine in mod necesar spagului Ji.

3) Spatiul A, este topologic mai tare decit spayiul < care la rindul
siu este topologic mai tare decit spaful .. Acest lucru rezulid din inega-
litdtile
@) ()], < |20 a, st [x (0l < 1)

Pentru demonstrarea primei inegalitdti considerdm o functie x € 4, ¢
avem !

x(t) = x{a) +\ x'(s) ds.

a

De alci urmeazi ci,

I o

| (e} b= || x(a) || \Iiix'(s) l|ds = || x{a) || 4 g|,x’(s) lids =[x (2} 4,

3
a a

Din aceasti inegalitate, rezulta in mod evident inegalitatea de de-
monstrat.

Pentru demonstrarea celei de-a doua inegalitdti considerdm o functie
Y€€ gi avem:

| 2(2) |« = sup (@)1= supjix(e) [ =[x ()}, B
agcem i >a =
Si considerim acum operatorul integral T: <, — & definit prin

egalitatea
i

(3) (Tx)(2) —--\'K(r,s; ds)ds, 1 a,

u

3 CLASE DE ECUATIT VOLTERRA IN SPATIUL Ag 351

unde K este 0 matrice pitrati de ordinul p continud pe mulfimea § =
{rs)fu = s 0= o),

Sc poarte arita cu usurintd cd operatorul 7 este continuu pe spatiul €,

. !)c_zfini;ic. O pereche de spapii Banach B,, B, din €. se numeste T-
admistbild dacd TB,;C B, ([2]).

Propozitie. Dacd urmdtoarele condipii au loc:

[ \ Kit,) ldit = oo,

8

K (t,5) dsdr = » §i K{t,5) este continud pe § atunci avem:

e

ot

a} Perechea de spapi Banach (S, A} este T-admisibild,
b) Operatorul T este continuu pe spapiul & g decs

|+ ITx,AC:<C|i|€ (XEG)_,
unde C este o constantd pozitivd definitd prin egalitarea
6}3 \ K(t,2)| |d;+\ \];K 2,5) I ds d.

’ Demonstrapie. &) Fie x 0 functie din € §i y ==7Tx imaginea lui x prin
T. Din ipotezele admise si din {3) avem:

ymﬂMmmHSKwumm
De aici urmeazd cd |
Y < K2 x(2) I|+SHK,'(I,S) [l x(s) [I ds .

a

i D_in faptul cd xe <, rezultd existenta unei constante M, >0 incit,
lxir) | << M, pe R, Avem :

I
v

mmm&mﬁwm}

vl < M,

a
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Integrind in raport cu ¢ obtinem:
H

SwmwméM{s

a

De aici si din 2) urmeazd ci y € A, 5i deci cd, TeC A,.
b) Din inegalitatea precedentd rezultd cd

|

£
R

anmm+§mewmm}

- {

Su K'(2,9) |l ds ds

RMwWagM{wmem+

o

a

Luind aici M, = supl/x (s} {, obtinem:
t>a

Uﬂm%scul

a

o~

-

De aici si din faptul ¢i y(a) — 0 decurze inegalitatea (4) care ne
spune ci operatorul 7" e continuu pe spajiul €@
Si considerim o ecuatie integrald,

(E) x=(F,4 T, x,
in care 7,: S—> A, §i F,: S— ¢ sint doi operatori continui pe sfera § de
razi g si centru O din spatiul A..
Teorema. Dacd ecuapia (E} satisface wrmdtoarele condifii :
1) Condifitle propozijiei precedente,
2) |Fix—F, p|<rilx—yla,
3) A

2

Yx,yeS {1 =1,2),

2] —r; —Cr, >0 s5i |:';10|A£ —C]§20|€g} P

atunci ea admite o singurd solujie x € S.

Demonstragie. Pentru demonstrarea acestei teoreme apeldm la teorema
de punct fix a lui Banach ({[3], pag. 569) in care luim X =381 U=
- &+ T, Pentru a ne plasa in conditiile acestei teoreme, va trebui s
aratim cd USC S si cd operatorul U e un operator contractant.

Fie x un element oarecare din S. Tinind seama de definitia opera-
torilor ¥, si J, obtinem:

{1 x€ES=F xeAd, F,xEc.
De aici, din conditia 1) §i din propozitia precedentd rezulia ca,

(2) F,xec=(TI )= € A..

—_—

5
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2

Din afirmatiile (1)
decurge relatia

si (2) g1 din proprietatea de liniaritate a spatiuiui A,

Ux = Jx+ (THF)xe A,

care demonstreaza cd USC 4..
Pentru a ardta cid USC S, pornim de ia definitia operatorului U.
Avem:

e8| Ux e, <IF xls, FHTF ) x| = [Fx FOFT 0], T F)x

A -

De aici, din conditia 2) si din propozitia precedenti obtinem:
| Ux .,

crfxla, L0 g, +CW x| < x]s, +]F, 0], 4

+ClF.x

F0le +CIF.0lo<r e +Crae +157,0], +

+C

F,0| 0.
- [

Luind in considerare s§i conditia 3) obtinem ci |Ux},, = ¢ si deci
ci USCS.

Pentru a ardta ci operatorul U e contractant, pornim de Ja definitia
operatorului U, Fie x si y doud elemente oarecare din S. Avem:

| Ux — Uyla, < F g, HITF)x —(TT)ya, =

Ty x —F v, T —

Jx
Ty ¥ la, -
De aici, din propozitia precedentd si din conditia 2), obtinem :

[Uxs — Uyla, <rlx—3la, + ClF e =T, yfe <ri|s—y|a, +

+C?'2|x—y|A( (ry .—Cf-.a)lr—yl,:c-

De aict §i din condigia 3) rezultd cd operatorul U e contractant.

_ Condi;iilq teoremei lui Banach fiind indeplinite rezultd cid ecuatia (E)
admite o solugie unicd in 8.

fn continuare vom mentiona citeva corolare ale acestei teoreme.

) ‘Coro.larul . Dacd ipotezele 1) — 2) g prima relapie din 3) au loc
cind inlocuim pe 8 cu A., atunci ecuapia (E) admite o singurd solufie x¢€ A,.
Corolarul 2. Fie ecuafia integrald,

(0) = (e -+ { K(0) S50 ds

(E']
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in care K este o matrice pdrrard de ordimul p, conmtinud pe mulpmea § iar :
x, b st f simt funcpii p-vectoriale pe R, vespectiv R, X X, unde X este sfera
e centryd in O g raza ¢ din spapnl enclidian R,

Daca ecuajia (E') satisface condipitle:

1) Conditiile propozijier precedente,

Cu Q(r) notdam valoarea integralei \a’s fofs) si cu 7' reciproca

funcgiei 2,
Teorema. Dacd ecuapia (E”) satisface urmdtoarele condipii :
1) | D, F(ex) | =0 pe R,

2 hed g | flr,x) — flo,y) | <r|lx — v pentru ¥ 1€ R, yi x,veN, e ) s - L
2) existd o funcpie continud A : & = [0,00) incit,

3) n=1—Cr,=0si Cif(z,0)

G“g}‘:":'l r 1 o N
| Kt %} < Aty s) pe & x X,

atunci ea admite o singurd solupie x2 5.

c el . - 3Y existd o funcpie He W incic pentru (2,x1 e R, = N sd avem
Sa considerdm acum o ecuatie integrali de forma, ) / b A i) 2

i

(Kie,tyx) — F {0 \A(f, s)yds - Hn | xll) BUF ) 70

&

(E") Fir,) \ Klz,5,x(s)) ds ,

[
atinct orice solupre x € 8. a acester ecuafti aparpine Iui-A..

Demonstragie. TFie x¢ 8. o solutie a ecuatiei (E*). Din faptul ci x §i
K sint funcrii continue, rezulti cd integrala din membrul al doilea 3l ecua-
tiei (E") este o functie derivabild. Fie G(f) valoarea acestei integrale. Din
conditia 1} si din 1corema de existentd a functiilor implicite rezultd ci
solugia x a ecuatiei

in care x, [ si K sint funclii p-vectoriale continue pe R, R, x X s
respectiv pe T X ¥,

Si presupunem cd ecuagia (E”) admite cel putin o solutie ve 8. (res-
pectiv. €.} unde cu S, am notat sfera de centru ()i razd - din spatgiul & In
aceste ipoteze se pune problema de a gisi conditii care sd asigure aparte-
nenta soluiei x la spatiul A.. Un rdspuns la aceasti problemd ni-l oferd
teorena de mai jos. Inainte de expunerea ei vom face unele notapii §i
preciziri.

Fie 4 = (a;,) o matrice de tipul m - ». Norma acestel matrice o
notdm cu simbolul | 4| pe care-l definim prin egalitatea

1
Al = (T a)r.
P
7.1

F(t,x) — G{t) =0

este o functie cu derivara continud pe axa R,.
Pentru a ardta cd x€A4,, derivim in raport cu ¢ ambil membri ai
ecuatiei {E") si obfinem:
i

D, Fit,x) x'(t) — Kit,t, % — F(t, x) + \K;(:, s, x(s)) ds .

a

Cu | A | notim determinantul matricei A cind m=n.

Fie F: K. = Y — Rr o fun:iie care admite derivate partiale de ordinul
I in raport cu fiecare din ultimele sale p variabile. Cu D, Flr,x) notdm I
matricea corespunzitoare jacobianului functiei F in raport cu ultimele
P variabile.

Fie W multimea furciiilor H: [a, o) = [0,%) = (0,2} definite prin
egalitatea, H(7,x) = k(1) w (x) + r(t), in care functiile,

Inmultind ambii membri ai acestei egalititi cu matricea inversd a
matricei D, F obtinem:

t

x'(1) = D7V Fle, x)| K(g,,x) — F, (5, x} + \K, (t, s, %(s)) ds].

I

.
a

Luind norma ambilor membri ai acestei egalitdti i aplicind proprietd-
tile normei obginem :

hila, =)= [0, o), ri[a, £) = [0,00) 51 o:i{U, r)—{l,w)

sint continue si satisfac conditiile:
I3

‘ ¢ Cas |¥@ 1< D7 F ) | 1K (55 — F, 6 3 -+ \ 1K 05, ) s
\lz:s) ds < oo, \r(s) ds < oo 4l \ ¥ w . !
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De aici si din proprietatile 2) si 3) rezultd ci,
(1) )< M () ) + (), (- a)

Din continuitatea functiei « decurge existenta a doud constante pozi-
tive C; si C, incit,

0<C =<w(x())=C,, vieR,.

De aici, din (1) §i din faptul ¢d H ¢ ¥ objinem rela(ia,
Sllx’f_s) Lds <,
care dovedeste cd x ¢ A.m

Teoremia. Dacd ipotezele teoremei precedente au loc cu R in locul
lui 3, atunci orice solupte x €. a ecuapier (E") aparfine spapiului A..

Demonstragie Urmind ragionamentul ficut in teorema precedentd se
ajunge la concluzia ci

(1) [2' @) | < Ale) @ ([x1) 4 7(2), 4

WV
o

Tinind seama de faptul ¢ D™ | x(z)|l< | x'(¢) | ([4]) avem:
(2) D[ x (1) < hlr) o (IIx(2) ) + (1) t>a,

Intrucit x are derivati continui pe [a,o0), rezultd c¢d x ¢ o functie
absolut continud pe orice segment [a, 6] C [a,o0). Deci acelagi lucruare loc
si pentru functia [ x|. De aici urmeazd cid derivata | x|’ existd aproape
peste tot pe [a, b], cd || x||" este o funciie sumabild pe [a, b] si cd

¥

3) Vi) 1" ds = 1 20) | — lix(a) ). > a)

a

Integrind acum ambii membri ai inegalitidpii (2) si tinind seama de
relatia (3) si de definitia spagiului W, obtinem:

) 1< x(@) )+ \ ) ds - (4(6) o (120D ds <

a a

r(s) ds + Sh(s) o (| 2(s) [} ds -

o

< [lx(@) | +

e §
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Punind C = || z(a) || |- \r(s) ds avem:

lx(t)| = C+ \ hish o xis)||)ds.

Aplicind aici inegalitatea lui Bihari- Langenhop ([1] pag. 135) obtinem:

) < 1| Qe +\'fz(s) dsl.

Din aceasta relatie decurge cd x¢£. De aici §i din (1) rezultd ca si
in teorema precedentd cd x¢ 4, .g

Corolarul 1. Dacd ecuatia,
x(t) = b(r) + \ K (2, 5) /{5, x{s)) ds
satisface urmdtoarele condilii:
1) are cel pupin o solupie in 8. (resp. =),
2) existd o funcpie g continud §i pozitiva pe R, incit, pentru v (2,%)
R, (resp. R, % RY) si avem, || f{t, %) | < 2(1) ,

3) existd o functie He W incit pentru y (1,x) €R, X ¥ (resp. R, x R#)
s avem

{
Kit,t) fr,x) - & (1) | 4_\ K'(t,9) |gls) ds= H(t,| x]),
a
atunci orice solufie x € S. (resp. £.) a acestei ecuafii aparpine spapiului A..
Corolarul 2. Daca pentru ecuajia diferenpiald
x'(z) = k{z, x)
exisia o funcile He W fncit pentru vy (t,x) € R, X R? sd avem
| Rz, x} |- H{t,l|x ),
atunci orice solupie x € 2, a acestei ecuatii, aparfine spapiului A, .
Acest corolar constituie o generalizare a unui rezultat din [5].
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SUR L’EXISTENCE ET L'UNICITE DES SOLUTIONS DE CERTAINES
CLASSES D'EQUAT[ONS INTEGRALES DE VOLTERRA
DANS L’ESPACE FONCTIONNEL 4,

Résumé

On donne quelques théorémes d’existence et d’unicité pour les solu-
tions de certaines classes d’équations intégrales de type Volterra dans
Pespace de Banach A. des fonctions absolument continues qui possédent
des dérivées sommables sur le demiaxe R, = [a, o }.

SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
ANALYTIQUES
PAR

DORIN CIUMASU

1. Intreduction. Il y a quelques années, on a donné un grand nombre
de généralisations des théorémes de Cauchy et de Kowalewsky [2,3,4,7,
8,10]. En u ilisant diverses structures topologiques dans un anneau ,,de
séries de puistances”, on donnera dans ce travail une méthode fonction-
nelle pour la démonstration de Pexistence et de ’unicité de la solution
pour des systémes analytiques, sur un anneau. On remarque que la géné-
ralité de la méthode employée permet d’obtenir des théorémes similaires
pour des systémes anslytiques, sur un espazce de Banach.

Les notions auxiliaires qu’on utilise dans la suite se trouvent traitées
dans [1,3,6,9, 11}

Notations. Soit 4 ={1,...,n}, N1+ monoide additif des entiers positif's et

" . . . .
{=N le monoide produit. Dans I'ensemble / on considérera les relations
suivantes comme définissant un ordre partiel: Si m=(m‘),._.,l,m'-—n(m})‘.e.fél

e €
alois:

4) mm' siom Lo, (P€) et

BY m<<m' si ' m=m'.
Si 9" (.7 alors on notera |m| o= S>> m Sim,m' €l alors m—m'=(m.—m),
L3 g

ot

2
m.— . =0 quand m < m.

Soit R* Pensemble des nombres réels strictement positifs et F=(R)"
Pensemble produit. Pour z = (thieyp 3 = (Bilizy € F on notera: a P si

< B (e, et 0 <€8 sio < B (i€,



