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SUR L’EXISTENCE ET L’UNICITE DES SOLUTIONS DE CERTAINES
CLASSES D'EQUATIONS INTEGRALES DE VOLTERRA
DANS L’ESPACE FONCTIONNEL A4,

Résumé

On donne quelques théorémes d’existence et d’unicité pour les solu-
tions de certaines classes d’équations intégrales de type Volterra dans
Pespace de Banach A. des fonctions absolument continues qui possédent
des dérivées sommables sur le demiaxe R, = [a, = }.

SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
ANALYTIQUES
PFAR

DORIN CIUMASU

1. Introduction. Il y a quelques années, on a donné un grand nombre
de généralisations des théorémes de Cauchy et de Kowalewsky [2,3,4,7,
8,10]. En uilisant diverses structures topologiques dans un anneau ,,de
séries de puistances”, on donnera dans ce travail une méthode fonction-
nelle pour la démonstration de Pexistence et de [Punicité de la solution
pour des systémes analytiques, sur un anneau. On remarque que la géné-
ralité de la méthode employée permet d’obtenir des théorémes similaires
pour des svstémes analytiques, sur un espace de Banach.

Les notions auxiliaires qu’on utilise dans la suite se trouvent traitées
dans [1,3,6,9,11}.

Notations. Soit & =.1,..,n, N1 moniide additif des entiers positifs et

! .. . o .
/= N"" le monoide produit. Dans l'ensemble / on considérera les relations
suivantes comme définissant un ordre partiel: Si m— (m),. .‘,m'=(m".)‘.E.IeI

alors:

a) m<<m' siom <o (1€) et

I

by m<m sim<m' m=m.
Si 3" alors on notera |m| = > m Stm,m' €l alors m — m'=(m.—m),
b ’

oy

m.—m =0 quand m <m.

Soit R” Pensemble des nombres réels strictement positifs et F=(R )"
’ensemble produit. Pour z — (aiigp = (Phzy €F on notera: a P si
KB (fed), et <=8 stow = B (fed).
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Par A on notera un anneau d’intégrité, commutatif, muni de la opo-
logie définie par une valeur absolue compléte non discréte (nocée [.]) et
par F = A[[X]liey> Vanpeau des séries formelles 4 » indeterminées, 3

coefficients dans A4, et par §—= A {Xihey=U S, S, =neF|ul o}
af-}

|[2]], = E_Ilu.... oy it = (#,)ne,€ F, 'annean des séries convergentes. Si Pt
me

F—A, {(me {}, sont les projections canoniques, alors Pordre d’une série for-
melle est défini par w(¥) = minim| siu=L0(m - > iml)et wu) - oo
ﬂm("):’.:u RErY
siw=10
On notera o, (u) =¢q, g €N, ke, si p.(u) =0, pour tout m—
(mi)icy €1, avec m, < q. Alors Pordre strict d’une série formelle est défini par:
Qu) =m, m=(m;) ey €4 st o (u) = m (i ).

L’anneau F est un anneau d’intégrité et les ensembles :-WRf —f{uek,
wi(u) =k} (fed), M* = {ueF, o(u) =k}, sont des idéaux dans F.

Dans F on considérera la 31;-topologie, Ja 9i-topologie et la topolo-
gie faible (topologie produit) de F. La i-topologie de F est strictement
plus fine que la M-topologie de F. Elles coincident si et seulement si
n = 1. Muni d’une de ces topologies, F estun anneau topologique complet,

. Dans & on considérera la topologie canonique, c’est-a-dire la topologie
limite inductive de S = |J s,.

uéci
Si G est un ouvert dans A”, on dira que Papplication u: G— A est
une application analytique sur G, s’il existe un u, €S pour rtout a¢ G, tel
que u(x) = t.(x — a), pour tout x d’un voirinage du point a.

2. Equations différentielles dans le cas formel.
Préliminaires
La dérivation partielle d’ordre » (r €/) dans F est DPapplication Dr:
F — F, définie, par
{m+r)!

m!

Pm (Dr") = P"f-!"r(u)s
weF, m= (m)icyel, m=m!m!. ..m,)

Proposition 1. Pour tour ue F et tout sel nous avons
o (D 2o Lo (1) — Ir] es Q oy (Dru) =802 y (1) — 5, (1T,
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Pour towr ve F il existe une série formelle uniqus u e F, telle que Q (u) =r,
Dru—w. 81 Qo) =53, alors Q(u) =r + 3.

La proposition résulte immédiatement de ia définition précédente et
de la définition de l'ordre d’une série formelle.

St Fy = A[[ Xl Fr= A[[Y‘]],-E(-Fl, alors pour tout v = (v);z 4y v, € Fy

wlv,) 1 {ied), et pour tout u = (tu).c; € Fy, la substitution réguliére

vy My n

n
u(V) - E H (Hq smgaem,) Uy Uy e W, Z u, V" € F,

(ny e = ) mZl
est définie.
Proposition 2. Pour rout e Fy et tour V - :jv,),-el-,, 174 (w,),EJ,
o€ Fyso(v) 21, o{w) > 1 (feJ), nous avons

o(u(V) — (W) > oV — W) = inf wy, — ).

Evidemment I’affirmation est vraie pour Vordre strict aussi.
I en résulte la continuité de I’application F} — F, définie par V' —

—u(V), o{V) =1, ue F, fixé (Fy l'anneau produit).

Sistémes d’équations aux dérivées paritielles. Soit J, = {1, 2,... p}
() =1{1,2,..,9()}, g€ N et pour tout 1€y, fi€ Al[X;,Z ) ey aey

11
On consjdére le systéme d’équations aux dérivées partielles

(]) I)r(i;ul =f.(X, D.ﬁ‘.”} UE J]),
avec ,,les conditions initiales*
{2) L) =r(i), (feT)),

r(ijel (1€Jy), DYy = 1Dy} un certain ensemble fini ayant g(i) élé-
ments, s(Z, 7)€ 1.

On suppose que
(I) il existe un sous-ensemble V' C I tel que r(i) !(.[, > |s(/, 1')|‘.’,, pour rout 1,j,

Il est clair que dans ce cas la substitution qui apparait dans le
membre droit du systéme (1) est définie pour tour u; € Af{X,}];z4 qui satis-

fait aux conditons (2)
Théoréme 1. Si la condition (I) est sarisfaite, alors il existe un élé-

ment U=={u,}iz;1, unique en F§, solution du probléme (1),(2).

Démonstration. De I'hypothese {1} il resulte gue
yp q

d= inf ! rij i sli, ) .',,‘. =>1.

1.
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Utilisons la méthode des approximations successives. Soit {u;®}yey
(ieJ,), la suite des séries formelles définie par
(3) Driie+ V) = £,(X, DO u)
(4) Q@) = rfi); ey, £ =0
et 40 =0,5€J,,
Démontrons par induction que
(5) w‘.‘,(u;."”)— u}*’);iad-{—lr(j)lt.l., JeTy, koAl

Pour k= 0 cette relation devient m(‘l’(":'h)-"'* tri /) jJ,, d’aprés la con-
dition (4) évidemment vraie. En supposant que cette relation a lien pour

tous les indices jusqu’a un & fixé, de la prop. 1, il résulte que

mJ'.:Ds(i,j: (u}k-l*l- o u;ﬁ}) = wg'(ugkﬂ) — u}k)) . i-‘{l',j)la, > kd + 7)) .

'_ls(z.:j)'[-lf 2 (k + 1) d

et done en utilisant les relations (3) et la proposition 2,

@ 4 (DrUESD e g V)) =0 (X, DSt kD) — f (X, DSE g 1) >

L3

inf o (DS () —uf)) 2> (k4 1) d

de facon que
{UJI{HEL- P get) > (k -E 1) dA- () oy

pour tout i €.7,, et donc la relation (3) est démontrée.
Ce résultut montre que

(6) (.)(_{_(uf.’” o — %) =k d 4 |r(7) IJ,J R=0,q >
Parce que d =1, il résulte que {u{], ., (1€ 7,), est une suite Cauchy

dans la M-topolozie de #. De la complétitude de F il résulte lexistence

d’un élément U = (,),c 4 £F?, tel que lim ¥ =u, (7 € 7)), dans la fi-topo=~
B b o

logie de F et donc dans la topologic faible de F. De la continuité des

applications de dérivation partielle et de substitution dans ces topologies il

résulte que les (w.):c y satisfont a (1).
27,
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Pour la démonstrarion de Iunicité on considére encore la suite itéw-
rative {#% ey (1€,) définie par des relations simiiaires a (3) avec @V

(f€.J,) arbitraire, Q(l?) = r(i), (1 €7,). Comme précédemment on démon-
trera la relation

o1 — ) o kd ()

) (fedy, k204,

Jf)
Parce que lim #¥ =4, (i €J,), il résulte que

(-)'.V(ur_ u®) = kd +|r(D) |‘.’,, ied,, k=0,

clest-a-dire lim a® —w (1€ Jy).

Le théoréme est ainsi complétement démontré.

Remargues, 1) 11 est clair que le théoréme 1s’applique sans modification
guand .7, est un ensemble arbitraire d’indices.

2) En particulier, si ' = (£}, (k¢F), ou /' =%, on a une condition
forte, ou faible, pour ’existence et l'unicité de la solution du probléme
(1), (2}, dans F.

3} On déduit de la relation (6) que

o .[,(uj. — M) = kd +|riz) [yes k=0,

cest-a-dire la solution exacte . et la solution approximative 1™ coincident
jusqu’au terme de degré kd - ir(i) o

1) La condition (I) sexprime encore de la facon suivanie: (r). In
existe un sous-ensemble ' .7 tel que si la suite |d 'E[-', () :'leeN’ est défi-

nie par

d?];”(i) — inf {d‘{?,(i) + .’,:'j) 5 .',:'_,f, 0y, £2=20,
L4 J L < L

a‘"‘}i,(i; =0 (ie.J,}, alors a1 {i] = b)) (ied,).

3. Equations differentielles dans le cas analytique
Proposition 3. Pour tourueS., Q(u) — r, et tout s€f, s< 1, nous avons
Doull, = o3| D' aifla (o = ot o7 270}

Démonstration, Soit « = (u,1,,5 € Say Lu) 1. Alors
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m! ) m!
LTI S LU S A
ml (m — g w2l (i — s))
@ D = ars Dl
" (m— r)!

En particulier
(7) i < 0’| Dadlia (r € 1, Q) = 7).

Il résulte que pour tout v ¢ S il existe une séric unique u € S, telle
que Q(u) = r, D'y =v.

On considére le systéme d’équations aux dérivées partielles (1), avec
les conditions (2).

Supposons que
(WD) s(j,i) < #(d), pour rout i, je,
(III) fi: A"t 5 A, (1€ J,), sout des Sfonctions analytiqgues dans un certain
votsinage de origine de A™+ab),

Théoréme 2. Erant donné Ie systéme (1),(2), avec les conditions (I),

(1), (I11), alors il existe une famille unique de Jonctions  (w);c 5 uis A® —+ A,
L

analytiques dans un woisinage de Porigine de A", solution du probléme (1), (2).

Démonstration. Nous utiliserons la méthode des approximations succes=
sives. Seit {s#l*; . (f€.Y,) la suite définie par {3), (4}, D’aprés le théoréme I
il résulte que lim «/¥ = u, (1¢J,), dans la Mi-topologie de F, donc aussi

k4w

dans la topologie faible.

De Phypothese (IlT) il résulte qu’il existe un (2, B{2)) € Funyriny (F€7,),
tel que

Sila, iy < Mi, (ieTy).

Si on suppose que p est fini, alors sans restreindre la généralité du pro-
bléme on peut choisir toujours o, B(1) et M,, tels que

{8) g s M, e ?‘n{j): i:f. €.
On démontrera par induction que
(9) D LM, keN, ie .

Evidemment la relation (9) est sarisfaite pour & =0,
En général, d’apres la proposition 3, et la relation {8} il résulte

Dt arti=UAM, < B /).
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e |

Alors D) uFtle S , et donc
!Dru.u}“ 1)“1 = M’J} (1€ ,'|;]

(th. 4,3 de [5], p.42) et ainsi la relation (9) est démontrée. D’aprés (7) cela
revient 3

W LM, ke N, 1),

Cela prouve que la suite {u{ . est bornée dans S,. Erant convergente
dans la topologie faible de F, 4 un élément ()2 y , il résulte que wes,
*hl

(fe ), et pour tout v <= a, lim u =u, (/¢.9)dans la topologie canonique
k|
de &, (th. 4,2 de [5], p.40).

De la continuité des applications de dérivation partielle et de substi-
tution il résulte que les (u);c ; satisfont a (1).
AR |

D’autre part, il est clair que les w; (fe.v,) définissent des applications
;2 A" —> A, analytiques dans un certain voisinage de Porigine de A, des
solutions de (1), (2}.

Remarques. 1) Si p est infini alors le théoréme est applicable aux
systemes dont on peut déterminer «,B(i) et M,, tels que Ia relation (8) soit
satisfaite. Cette condition est satisfaite, si on suppose que les fonctions f;
sont €galement bornées et que toute fonction w, intervient seulement dans
un nombre fini d’équations.

2) §’il existe n' < n tel que r,{i) = 0 pour tout % > »’, alors du th. 2
il résulte que la solution du systéme est une fonction analytique des
paramétres X, | 1,X, 2,..., X,. En particulier il en résulte que la solution
est une fonction analytique des données initiales.

3) Si on considére le probléme (1), (2) sur un corps K, alors les dé-
rivées qui interviennent sont des dérivées partielles usuelles. Si 4 = R ou
A= C, le théoréme reste valuble. Remarquons aussi le cas d’un anneau
matriciel et le cas d’un anneau (ou d’une algébre normée) de fonctions.

4) Soit £ un espace de Banach surlecorps K, F, =1l E,, (E, = E)
m=]
(mel), Pespace produit, o: E X K — E une application bilinéaire continue.

Alors le couple F = (F|, =) peut étre identifié avec un anneau de séries
formelles avec la multiplication définie par

o = (zq. (u""D v”'”ﬁ))"‘f]) U= (um)mEI: v = (Um)mf I
m'm -

Alnsi le systéme (1), (2) peut étre considéré sur un espace de Banach, le
théoréme 2 étant valable aussi dans ce cas,
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ASUPRA ECUATIILOR CU DERIVATE PARTIALE ANALITICE
Rezumat

Sint considerate sisteme de ecuatii cu derivate parpiale de forma (1)
(2). Se dau teoreme de existentd s§i unicitate in inelul seriilor formale
F=A[[X]],c:¢» (teorema 1), in inclul seriilor convergente S == A{X,}} cicn
si implicit In clasa funcgiilor analitice pe un inel (respectiv corp) (teorema
2). De asemenea se indicd o posibilitate de tratare a unor astfel de proble-
me in spagii Banach, generalizare care va fi aprofundatd intr-o lucrare
ulterioard.

OPERATEURS PSEUDQ-DIFFERENTIELS FORTEMENT
PARTIELLEMENT PSEUDO-LOCAUX

FAR

T, JUCAN

Dans [1] Robert J. Elliott a étudié les opérateurs différentiels 4
peu vres hypoeiliprigues. Pour généraliser cette notion aux opérateurs pseudo-
dif férentiels nous avons étudié les conditions auxquelles doit satisfaire le
symbole a(x, &) de sorte que Popérateur pseudo-différentiei qui lui corres-
pond soit un opérateur pseudo-différentiel partiellement fortement pseudo-
local (& peu prés pseudo-local)

Notarions. Dans ce qui suit on va employer les notations suivantes:

) Par x = X1y Yoy .r;;,...ax,_:- €t %= (:;:15 EZJ :'-':Eu) on a noté des DOthS de
Re. On va séparer x et Z en deux groupes x = {x', x") et £= (2, £"} ol
o Lt . . Tar
W= (X Koy ey Xp) €T X (X, Xpg ey xa); & = (&, EuyyBp) €1 L=

= (Zp41 Spaasens 2n) dOne R" = RP > R278, Soit f{x, £) une fonction de 2x va-
riables. On note par D les dérivées par rapport aux premiéres n variables et
par « les dérivées par rapport aux derniéres n variables.

Soit Q un ouvert de R~

{€2) est l'espace des fonctions indéfiniment dérivables définies dans
€ et () Pensemble des fonctions qui appartiennent &8 &£ () a support
compact. Par §(Q) on désigne Pespace des fonctions indéfiniment déri-
vables telles que:

sup | v*D%p(x) << oo, pour tous o et f

=0
A, (LY et 31(€) sont les duals de £(Q), D(Q) et ${Q) dans les to-
pologies usuelles.

Par & on désigne Pespace S(R"). Pour u €& on note %(E) la trans-
formée Fourier de u(x).

Dans l’esPacc 418y nous introduisons la norme |iu|i'j,=\(1+|£_'12)‘x
XL =273 u(EY*dZ ot 1 et s sont réels. :



