366 DORIN CIUMASU R

RIBLIOGRAPHIE

1. Bourbaki N. — Algébre, (hap. 4,85, Hermann, Paris, 1939.

2 Friedmann A, — A new proof and generalizition of the Cauchv—-Kovalewski theorem
Trans. Amer. Math. Soc., t. 98 (1961, pp. 1—20.

3. Ggrding L. — Une variante de la méthode de majoration de Cauchy. Acta Math., t. I14.
(1965}, pp. 143158, .

4, Haimovici A. Sur la résolution de certains systémes d'équations aux dérivées partielles
qui geénéralisent les sysiémes de Canch) _Kowalewwski. Publ. Math., t. 9(19562}, pp.
197—212.

5. Jurchescu M. Tearia locald a funcritlor de mar multe variabile complexe, Ed- Acad,
R. . Romdnia, 1963, pp. 11—-67.

6. Jurchescu M. On the canonical topolozy of an aualytic module. Bull. Soc. Math,

de France, t. 93 (1965), pp. 129153,
7. Lednev N.A. — A new method for solving parpal differential equations. Mat. Sh., t. 22
(64) (1964), pp. 2056259
8. Persson J. — New proof and genecralizations of two rheorems by Ledner for Goursat
problems. Math. Annalen, 1. 178 (1868), pp. 184—208.
o, Radu N. — Inele locale. Vol. 1,11, Ed. Acad. R, S. Romania, 1968, 1970. Cap. VI;

§2; Cap. X, § I.

10. Rosenbloom P.C. — The majorant method. Proc. Symp. Pure Math,, 1 IV, Part
Diff. Eq. A.M.S., Providence R.L 1961.

11. Zariski O., Samuel P, — Commutative algebra. vol. 1l. Princeton, 196,

ASUPRA ECUATILOR CU DERIVATE PARTIALE ANALITICE

Rezumat

Sint considerate sisteme de ecuatii cu derivate partiale de forma (1)
(2). Se dau teoreme de existentd si unicirate in inelul seriilor formale
F=A[[Xi]]i<: ¢» (teorema 1), in inelul seriilor convergente S=AX,}1<icn
si implicit in clasa functiilor analitice pe un inel (respectiv corp) (teorema
2). De asemenea se indicd o posibilitate de tratare a unor astfel de proble-

me in spatii Banach, generalizare care va fi aprofundatd intr-o lucrare
ulterioard.

OPERATEURS PSEUDOQ-DIFFERENTIELS FORTEMENT
PARTIELLEMENT PSEUDO-LOCAUX

PAK

T. JUCAN

Dans [1] Robert J. Elliott a étudié les opérateurs différentiels a
peu « res hypoelliptiques. Pour généraliser cette notion aux opérateurs pseudo-
différentiels nous avons étudié les conditions auxquelles doit satisfaire le
symbole «(x, Z) de sorte que Popérareur pseudo-différentie! qui lui corres-
pond soit un opérateur pseudo-différentiel partiellement fortement pseudo-
local (& peu prés pseude-local).

Notarions. Dans ce qui suit on va employer les notations suivantes:

‘ Par x = (x, X, xg,...‘,’x,!) et 2 =1%,%s,.,54) On a noté des points de
R,'. On va séparer x et  en deux groupes x = {x', x"} et £= (%, £") o
¥ = (X4 Xay ey Xp) €0 X7 == (X, Xprg s Xu); & = (&, EnsennBp) €1 2=
= (Zpa1s Spansons £.) donc R" = RF » R*~#, Soit f(x, £) une fonction de 2# va-
riables. On note par D les dérivées par rapport aux premiéres » variables et
par « les dérivées par rapport aux derniéres n variables.

Soit Q un ouvert de R*

<(£2) est l'espace des fonctions indéfiniment dérivables définies dans
O et H{) Pensemble des foncrions qui appartiennent a £ () 4 support

compact. Par $(Q) on désigne I’espace des fonctions indéfiniment déri-
vables telles que:

sup | *DPo(x) < o, pour tous « et f.
<”-£l-.,"/)’(£!) et §°(€) sont les duals de £(Q), D) et $(Q2) dans les to-
pelogies usuelles.

Par § on désigne Pespace S(R”). Pour 4 ¢& on note u(E) la trans-
formée Fourier de ulx).

Duans Pespace S8 nous introduisons la norme ||u||';’t=\(1—|—|5'|")’><
Xt M3 u(E)*d: ot £ et s sont réels, .
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Soit H*'(€)) Pespace obtenu en complérant $(Q} dans cette norme.

Définition 1. Soit uwe D' (Q) o Q est un ouvert de R*. Nous disons
que u est réguliére dans les variables ! x' = (v, X, Xy 400, Xp}y 01 Semi-réguliére,
si pour chague paire de sous-ensembles ouverts V. RP et W R F telsque V
X W Q et chague e D(W) et chaque §cD(V) la distribuzion en x' définie
par w{d) = u(ol) est réguliére.

Définition 2, Une distribution e 7V'(Q) s'appelle fortement semi-régu-
ligre en x' s1 powr chague sous-ensemble relativement compace K C Q,il existe
un entier k de sorte que pour chaque v = (r,, 13y,..., 1) les dévivées D7 u  somr
des distributions d’ordre < k dans Pensemble K.

Pour ces distributions, Schwartz donne la caractérisation suivante:

Lemme 1. (voir [1]). Pour gqu’une distribution u¢ D'($}) soit fortement
semi-réguliére en x' il est wnécessaire er suffisant qw'il existe pour chague o€
€MQ) des fonctions V,(x', x") de sorte que qu =Y, I}, V{x', x"), ot les

lglke - . X
Sfoncrions V,(x', x") ont le supgort compact, sont arbitraivement différentiables
en x' et chaque dérivée par rapport aux wvariables x' est une fouction continue
de x = (x', x").

Pour # ¢ £'(£}) on connait le résultat suivant:

Lemme 2. (voir [1]}. Soit u¢ D7(Q); u est fortement semi-réguliére en
x' st et seulemenr il existe un nombre 1 de "sorte que u¢ H*'Q) pour tout
SeR.

Nous considérons ’opérateur pseudo-différentiel A:£(Q) - £'(Q)

i

qui correspond au symbole a(x, &)
Au(x) = (27)-\ e<r> alx, %) A(2)dE.

Définition 3. L'opérateur A s'appelle fortement partiellement pseudo-
local s'il satisfait a la relation {u € £'(Q), u=0 dans «, impligue que Au
est fortement semi-réguliére dans o).

Au symbole a{x, £) nous imposons les conditions suivantes:

D oalx, £) e C*(Q2 x R" et lim afx, Z) =0,

5]+

2) | 1D%alx, &)1 dx < Gy(1 + 1E)0-291 (1 + |E)"
et )

3) \19* D alx, 2)idx < Cug(l - 1) =4 (1 30— et-tarm,

pour |e| =0, ol 0 <d < 1.

Opérateurs pseudo-dif ferentiels fortement partiellement pseudo-locaux.
Nous allons démontrer que si a{x, £) satisfait aux conditions 1) et 2), alors
Popérateur qui lui correspond est partiellement fortement pseudo-local.

D’abord nous donnons un lemme que nous allons utiliser :
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Lemme 3. Si le symbole a(x, ) satisfait aux conditions 1) er 2), alors
quelles que sotent les fonctions u(x), v(x) € C2(Q) dont les supports ont la dis-
tance entre eux 3 > 0 et quel que soit se R on a Pinégalité

(1.1) (Aw, v} | < Clladls, s lolls. _.

Démonstration. Nous considérons la fonction 7(x)e C2(|x| < ¢) et
Jix) =1 pour x| <p/2. Comme on sait déja (voir [2], [#])

(1-2) \\\ i~ als, — % 7)al%) olv) d% dyd= =0,

A
=
.
[
p
=5
R
A
o
Jyt

—~7) (= — &)*d= = D*4{0) == 0, pour |«|==0.
Alors (i, 0) =\ i) 3 = (27 \\ s 2,9 200 Az s

={2%) =" \\\"J(—-) a(n  £,%) — alq — %, )} U(Z) (=) dZ d, d -

Evaluons :

Fali — %, % 0(= = %)) = (25 emi<n-I> drafr, £ 4 0(= — D)dx —

= a1 n(E — o)t \erten > Dia(s, &+ 0 — D), 0 1 =8,
En utilisant 2) nous avons:
Ialn — %, 54 Oz — )] = C(1 4 by — E)H (1 + 8 F O — Z)
5 (1 4 17+ 0(7 — §)|)”‘+““\’J“ d}
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D’ici nous obtenons
o) <\ ==z — 2y gyt

- Bz — E) et MO 2 Oz — ) N - ETT L+ B
(1 DA R R DR DA T 1

()] )| dEdr, d= < Clia. 1ol — \\\ GG — D1z — 2

(1t ) 1 Oz — D ST 2 0 — 2

(1 +

D7 EDT (L D7 (L 1) Ry d.
Si nous utilisons les inégalités suivantes:

€17 |+ 0

ThY
—
—

—

-
[}
i
—
—_—
—
-
]
|

KRS

—
-

21+~ 2)
nous obtenons les relations suivantes :
(1412 4 0(x" — N3N (1 4 |57y ~2¥ 22N (] - 127 — 272
(14 |47 < (L] =P+ 373
1+ '] )
(i)
(14 154 0( — E))7272 < (L4 [B) 22 (1 + [8(z — e <
(14 B2 s — g e
(1 BB (1 + 15— Bt < (1 [
En utilisants ces relations nous avons:

N

(U g™ — &7 (1 A g — E)P,

3

Wiz —ae s —gma- -z i+

+ Bz — ) i-au= (| 418 4 0 — )T + g
(L 187074 (14 7)™ (1 + [ 47))* dE diqdr = \RS IE—<)E0+

T g AR (] 2 4 Bz — B[N

(1 o | — )22l nsl (] o JE7|)=2Na+ =45 (] L (E[)=n 1,
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(1 + 7y »rdidnds < C),
si nous choisissons / et N suffisamment grands, de sorte que nous ayons
2m - 2(1 )l = N)+2n+2 <0,

20420004 25 +n k1 <0, ~2Nd — 45 < 0,
donc /> ¢ Sl 2 et N)maxll—is, m_j‘%_}_g,

En utilisant ce lemme nous démontrerons le

Théoréme 1. Si ued'(Q) er a(x, %) satisfait aux conditions 1) et 2),
alors Au est une distribution  fortement semi-réguliére en dehors du support
de la distribution u.

Démonstration. Soit xo€ w ol @ = @supp u. Alors il existe une boule
ouverte de centre x, telle que x, €, C . Choisissons la fonction ix) €
€ C(on) qui satisfait 4 la condition ¢(x) =1 dans une autre boule ouverte

de centre x, telle que w,  Cw, et la fonction v(x) € §. Alors pour tour
r <5 DOUS avons:

< vduos =)< Au, o> | < Clldoll, - = Clivl, -,

et par suite b Au ¢ H™" quel que soit » < s, donc pAu € H» quel que soit
peR et t fixé, o’on il résulte que 4Au est une distribution fortement
semi-réguliére dans «,. Mais L(x}) =— | dans o, donc Au este une distri-
bution fortement semi-réguliére dans cw..

En utilisant ce théoréme nous pouvons démontrer un résultat plus
général :

Théoréme 2. 87 a(x, E) sarisfair aux conditions 1) er 2} et ue 8’ (Q)
est fortement semi-réguliére dans o, alors Au est Jortement semi-réguliére
dans .

Démonstration. Soit » Pouvert ou « est fortement semi-réguliére. Nous
considérons Pouvert «, arbitraire de sorte que w C o, C .

Soit la fonction ¢(x) ¢ C7(w) et Y(x}=1 dans wy; alors Jue &' (w),
d’ou il est facile de démontrer, en utilisant Je lemme 1, que wu est forte-
ment semi-réguliére, donc 1l résulte qu’il existe : fixé de sorte que due
€ H! quel que soit s ¢ R.

Alors

2.1 Au = A1 — by + Abu.
Comme 1— ¢y==0 dans «,, il résulte, en utilisant le théoréme 1, que

A{1 — J)u est fortement semi-réguliére dans aw,.
On doit démontrer Pinégalité

(22) |,A (\]Ju) i‘p,, T ';J'u }P'i':i- ST RS |
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quel que soit peR et » fixé; d’ci il résultera que A(dn} est fortement

semi-réguliére dans . o
En utilisant les relations (2.1) et (2 2) il résulte que Au est fortement

semi-réguliére dans w,. _
Démontrons maintenant la relation (2.2). On a:

LGl = {1+ 2199 1+ 1571 Ak (1 0% =

"
— i

=\ i i\ aE - g uta) dop iz <

.

< R\ (14158 (1 + |83 13E — 5 0) 2 [ula) 2 dE dv;

mais

1a(5 — 1, 0)| = | \e a(x, 1)dx| =

(% = 1\ et Diagy, s < O+ 15— ) | L%l o)ldx <

L O+ & — o~ (L4 [’ N80 (1 + gl)e.
D’ici on obtient
A, < G\ (141892 0 4+ 128 (1 12— 21877 (1 + b=
(1 |7 g} |* dE d.
Maintenant, si oous utilisons les inégalités suivantes:

(L IEDP< (-8 — 0" B (1 4 [0 )r < (1 8~ )P (1 + [4]2)2,
(L= 1" < (LA (&7 4" (L "B < {1 [ =B (14 [ 1%),
(l + E‘|2)n':"l -~ (] + |':; o TJIE}HJ.-] (l + |T‘|2)"+] =
< (1 + |£ _ .qlﬂ)u-i-l (1 + i.q‘*}2)|:+1 (1 + i-ﬁ”l2)"+1:

(1 [T < (U A+ [0 [B (L + [7"[F),

nous obtenons
||A(¢u)”2lr < c\\ (1 + !E, _ niz)—H-rifﬂi ril (1 __{_ |£2) no1,

-1+ IT‘!|2)(1- Oi+pintl (gl (14 i‘ﬂ" 2)idl ke t1 |i',’:fi('q)|,2 dE de <
< C“q’“”(l—d)f+ﬁ+n+1+lql,q+f+u+1;

si I>|p|+|rl+n4 1
C’est ce qu'il fallait démontrer.
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OPERATORI PSEUDO-DIFERENTIALLI PARTIAL TARE PSEUDOLOCALI

Rezumat

~Se studiazd in ce conditii pentru simbolul uaui operator pseudo-dife-
rential, operatorul pseudo-diferential rezults partial tare pseudolocal. Rezui-
tatele obpinute le generalizeazi pe cele cuprinse in {1] pentru operatori di-
ferentiali.



