ASUPRA DIFERENTELOR DIVIZATE GENERALIZATE
DE

SEVER GROZE si BELA JANKO

fn rezolvarea ecuatiilor operajionale neliniare, un rol deosebit il au in
prezent diferentele divizate generalizate, motiv pentru care studiul proprie-
titilor lor devine o necesitate.

Notiunea de diferentd divizatd a fost introdusd de mai mulgi autori
[t — 10] in mod cerespunzitor scopulult urmdrit, studiindu-se anumite pro-
prietigi ale lor, proprietdji necesare cercetdrilor intreprinse.

fn lucrarea de fagd ne propunem un studiu sistematic al proprietitilor
diferentelor divizate, extinzind totodatd gi rezultatele lucrdrilor citate.

Definitia 1. Fie operatorul P., ,, definit pe produsul cartezian XX Y cu
valori in spapiul operatorilor liniari definipi pe X s cu valori in Y, unde X
si Y sint spapi fmiare. Dacd avem indeplinite condipiile

A) Operatorul P, . este aditiv 51 omogen pentru x,,x, & X fixayi,
adicd

ES

(d) Ph-»‘: (31 - zﬁ) = Pn,x: 11 + Px;.:,z'z:
Pn.».(cz) =< Px.--'f. Z,

unde 2z, 2., 2 € X, tar ¢ este un numdr real oarecare ;
B) Are loc egalitatea
P, Xy — %) = P(x,) — P(x,),

atunct operatorul P, . se numeste diferenta divizard generalizatd de ordinul
intit u operatorulur P(x) relativd la elementele (nodurile) x,, x;.

Facem observatia ci definitia datd include toate definifiile date in
lucririle citate mai sus.
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Pentru definirea diferentei divizate de ordinul al doilea, se pleaci de
la diferenta divizatd de ordinu! intii P, ., i se face si varieze unul din
cele doud elemente, de exemplu x,. Ajungem astfel In un operator neliniar
P, . = Plx).

Prin definive, diferenta divizatd de ordinul intii a operatorului P(x)
relativd la elementele (nodurile) x,,1,, o vom considera ca diferenti divi-
zatd de ordinul al doilea a operatorului P(x) si o vom nota P, , .. Acest
mod de introducere a diferentei divizate de ordinul al doilea se dato-
reste {ui M. Balazs si G. Goldner [10].

Observim ca diferenta divizatd de ordinul al doilea astfel introdusi
e.te un operator bilimar,

Aplicind acelagi rajionament pentru operatorul P{x) — P, ., unde am
considerat variabil elementul x,, sintem condusi de asemenea la o diferengi
divizatd de ordinul al doilea pentru operatorul P(xj, care — in general —
poate sd fie diferitd de cea precedentd deoarece, din definitia datd diferen-
tei divizate, nu rezultd simetria.

Diferentele divizate de ordinul » > 2 se introduc in mod recurent,
poraind de la diferenta divizati de ordinul n— I, ficind variabil unul din
cele n—1 elemente x,.

Tn cele ce urmeazd ne propunem si stabilim citeva proprietdi ale
diferentelor divizate.

1. Si considerdm operatorul neliniar
(1) R(x) = B[P(x); Qlx}],
unde P{x), si Qx| sint de asemenea neliniari, iar operatorul B este biliniar
in raport cu argumentele P(x) si O(x).

Teorema 1. Daca operatorii Plx) s Q(x) admit diferenje divizare de
orice ordin pind la n, atunci diferenja divizata de ordinul n a operatorulus
neliniar (1) rva fi dard de

(2) l\)rl,x: 33N, = z B [-P-t"..\‘__ JEEEY ’j; O\'- a0y )"')-'n] .

=y =Ap Ky

Demonstrapte. Vom schimba notarea elementelor x (deci este vorba de
o modificare formald) considerind R. ,...,..,, $i vom utiliza metoda induc-

tiei complete.

Pentru » = 1 proprietatea este adevidratd fiind demonstratd in [10].

O presupunem adevidratd pentru » = m, deci

3) Rioesspe, =3 BIP: yoysis Qupoes 1],

i=1

relagie ce mai poate fi scrisd
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4 J— ™ Al g .
(3 ) Rx,,,s'-'nl T 5_', B[I Aj e ag Q:ms'-':l‘,‘] ;_ B [P(xl) b Q-‘r,.,)-"n;] .
j=2

Facem o noud notare a elementelor §i anume inlocuim x, cu Xg, Xy
CU Xy, ¥ CU Xugp, 12T pe x, cu x. Avem

. m4-1
) Rix R._m;1 PP Z B [P"J""’ _— Q'-,,.-ﬂs“" v +
(3") % _
CBIP) 5 Qu s xge]

Culculind diferenta divizatda de ordinul intiia operatorului R(x) peniru
nodurile x,, x., avem:

s

m

LagAp 2T ¥R B = B[PA';' AR TR | 3 Q'm+1 LR | I-j]
=3

T B [1)*'3. 1y ; Qrm'{“l 3eeey Xy, .rg] + B{P(xl) ; Q.rm.; 12T '.1] 3

R

-

adicd

Ryigyy s aivgg= 95 B [Psy ity s Qb miifl
i=1
deci relatia este adeviratd si pentru succesorul lui m, deci pentru orice
numdr natural.

Observayii. 1° In cazul particular cind P(x) si Qfx) sint functii de
variabila reald, iar operatia biliniari reprezinid produsul lor in sens obis-
nuit, atunci formula (2) coincide cu relatia datd de Acad. T. Popoviciu f1].

2" Pentru cazul n = 2,3 regisim formulele stabilite de citre M. Balazs
in [9].

3" Formula (2) poate f1 numitd ,,formula generalizati a lui Leibnitz*.

2. 84 considerim operatorul neliniar R(x) dat sub forma

(4) R{x) = Q[P(x)),

unde P(x} este un operator neliniar, iar Q de asemenea neliniar in raport
cu argumentul P(x). Ne propunem s determinim diterentele divizate ale
lui R(x), cunoscind diferentele divizate de ordin corespunzitor pentru ope-
ratorii ) si P. Pentru diferenta divizati de ordinul intii rezultatul este cel
dat in lucrarea [8].

. Teorema 2. Dacd operatorni P(x) respectiv Q(P(x)) admit diferenge
divizate de ordin superior, atunci diferenjele divisare de diferite ordine ale
Iui R(x) se exprimd cu ajutorul acestora astfel:

a) pentru diferenta divizatg de ordinnl al doilea :
(5) R-':- Yy Xy T Qr(‘l)»‘”{-";]v ') 13::. ¥a 1)-‘: Y i Qf’(-:). g} I)H--"z ot | ;
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b} pentru ordvnul al treilea
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7b) QP("I) s Plry)y Plvy) 2 32 = [l)-h. h]—‘ P‘l,x. RT) ([P‘nf‘l]_l zl) !
R‘n ry, £y, X QP(-‘:)-P(-‘n).P(l:),P(Fd P‘h‘as ’|~‘A+ QP(’J,P(‘-).P(I‘)P!:. Xy, %y P—":;In - 5 ([IJA. ]"1 2
e [t I
+ Py Py xy g + Qptey, plag P . e :
Qi P, e Lo 21 Poxum _Qj_p(t) Pl s s Demonstrajie. Tinind seama de (6) si de teorema 2, avem
Demonstrapie. Stim [8) cd diferenta divizatd de ordinul intii a opera- i 0 P
torului R(x) este 3) Orvy . Pl » Pupat =1,

R-‘:» 1y = QP(JH), P(xy) P-‘c-’l *
Considerind un element, de exemplu x,, variabil, avem
R(x) = R.h.x == QP(x.).P(;) 'Px,,x-

Calculind diferenta divizatd de ordinul intii a lui R{x) pentru elementeie
Xy, X5, finind seama de teorema 1, avem

R, x
Rimine sd ardtim ci
Ex., 5 (X —Xg) = Rﬁ(xz) - R—(xa) .
Pentru aceasta avem
R., o, (x—xa) = Opay, Pz, Plagy, Lo vy (Xe—23) Pr ey Qpia, progPe, v, sl e —X5)
= Q. Pieg, Pl [P{Xa) — P3)] P, vy -+ Opga, Pags [Pryvo— P ) =

QP-_;I), Plasy Px,,x: - ,_O_,P(.n), P{rg) Pr,, %y + Q.P(Jl). P(xs) P.zl, I Qf’(r,), Py} P,r,, Xy —

= Ry, 1,2, = QPiz). Psa). Plagy Py, 1y Py 1y + Qptsy, Pl Py 51100

= QP{JH), Plzy) PI].-ta - QP(I.),I"(;,} P-":--"s - R(xg) — R(xa) &
In mod asemdnitor se demonstreaza si relagia b) din (5).

3. Fie operatorul peliniar P(x), definit pe spatiul liniar X i cu i
valori in spatiul Y de acela,i tip. Fie apoi operatorul neliniar Q(y) definit ;
in spatiul Y si cu valori in X.

Definitia 2. Operatorul Q(y) este inversul operatorulus P(x), dacd are 9
loc relajia 10

(6)
pentr orice x € X.

Teorema 3. Dacd diferenta divizatd de ordinul intii a operatorului
P(x) admite invers, atunci diferentele divizate de ordinul intii si al dotlea
ale operatorului invers ({v) se exprimd cu ajutorul diferenfelor divizate ale
operatorului P{x) prin

a) pentri ordinul intii

Q[P(x}] = x,

. Schmidt J. W,

. Sergiev A. S,
. Belostotkii A 1. — Nekotoriie metodi regenia funkeionalnih uravnersi U.MUN,, X1, 5,

qui par 'intermédiaire des égalités (d), inclut toutes les

unde / este operatorul identic. Avind in vedere cd prin fixarea elementelor
¥y, X2, oOperatorul
P, .] . din (8) deducem

P, ., devine biliniar, admitind cd el are un invers

Qrtay, oy = [Pay, 0]
Pentru exprimarea diferentei divizate de ordinul al doilea a lui Q(y),

tinind seama de (6) si de teorema 2, putem scrie
19

unde 0, este operatoru! nul biliniar.
expresia (7b).

Qlj(-‘l).l,:fu'l Pzl Pl. .I,'P1|. g l‘ QPH,]_I':_.‘. P_;,:_-_._ Iy =2 02 3

Tinind seama de (7) se deduce
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SUR LES DIFFERENCES DIVISEES GENERALISEES
Résumd

On part de la définition des différences divisées du premier ordre
définitions données

jusqu’ici pour ces différences; on généralise ensuite par induction cette
notion et on établit les relations (2) et (5), pour les différences divisées
d’ordre supérieur des opérateurs (1) et respectivement (4), et les reiations
(Ta), (7b} pour Pinverse Q d’un opérateur P.

(72) Qs rag = [Pyt

by pentru ordimul al doilea, aplicatd elementelor z,, 7, € X,




