SUR LES CONNEXTONS ATFFINES GENERALES
PAR

V. CRUCEANU

Les connexions affines sur une variété différentiable ont été intro-
duttes par E. Cartan 3] en liaison avec le transport des points le long
dune courbe, défini par unc connexion linéaire et étudides parmi d’autres
par Vo Hlavaty [8], A, Myller [11], E. Bortolotti [1] et
. Bortolotti et V. Hlavaty [2]. Ces connexions ont 6té recon-
sidérées du point de vue des espaces fibrés par A. Lichnerowicz
[ K. Nomizu [10], Ida Cattaneo-Gas parini [4], Th.
Hangan [7] et d’autres géomitres.

Dans ce travail on donne deux nouvelles définitions globales pour une
connexion affine générale sans utiliser la notion d'espace fibré et on dé-
montre que Vensemble des eonnexions affines ainsi que celui des connexions
linéaires sur une variété différentiable peuvent étre douds d’unc structure
de module affine. On introduit cnsuite le tenseur affine de courbure pour
unc connexion affine et on établit certaines propriétés caractéristiques
pour les conncxions affines plates. Une partie des résultats a été publiée sans
démonstration dans les C. R. Acad. Sc. Paris [5].

1. Modules affines. La notion de module affine qui se montre utile
en mathématique a ét¢ introduite dans la Note [5] et étudiée en détail dans [6].

Soit 17 un module linéaire sur anneau K, noté encore par (V, K) et
A= (P,Q. R..) un ensemble quelconque d’éléments nommds points.

Définition 1.1. Nowus disons que Uapplication =: A x4 > V détermine
sur A une structure de module affine associde au module linéatre (V, K si les
conditions suivantes sont salisfattes :

WA T P QReA: n(P,Q +=(R R) == (P, R),
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M. A. 2. [l exviste O ¢ A tel que Uapplivation I : A — V définic par h(P)
= = {0, P) soit une bijection.

T/ensemble .1 doué de cette structure sera nommé module affine associé
au module linéaire (V, K) ct noté par (4, V, K, =) ou (4, V. K), ou plus

—)

simplement par 4. Introduisons cncore la notation = (I, Q) = PQ. bSi (V, K)
est un espace lindaire, alovs (. 10K, =) est un espace affine dans le sens
habituel.

Des conditions M. A. 1. et M. A2 il vésulte asdiment

— s — —
(1) vPed:PP=0ct yP.Qe d:PQ=—QP.

i Fanneau A est unitaire on dit que (o, 1. K) st aussi unitaire. Dans
ce cas on peut montrer que pour tout systeme fini de points P P,,...P.ed
et d’éléments «l, o ,..., a” € A tel que el o4 ..+ 2" =1, le point P
défini par

— — — —r
{2) OFP = o« OP, 4+ «* OP, + ... +2" 0P,
ne dépend pas du point 0. I’ sera nommeé le cenire de masse pour le svstéme
de points Py, P, ..... P, de masses ol o¥ ..., o™ ¢t notd par

{3) P=alP 4 et P4 a" P

Définition 1.2, On dit que la partie

A de A est un sous-module affine
de (A, V, K, 7} sl existe un point O € A" tel que Vensemble V' = '07;_: Pedy}
soit wun sous-module lindaire de (V. K) ow si A" = @&.

En supposant Panneau K unitaire et Pélément 2.1, inversable, ona
[6] le

Théordme 1.1. Une pwtic 4= @ de oA est i sous-nodul iwffine de
(4, V, K, =) si el seulement si

vP.Red, yo,8 e Ken t B 1:al  2Re.l.

Définition 1.3, Soient (V.K)} et {17, K') deitr modudes linduives. On appelle
homomorphisme linéaire de (V, K} en (V. K') un couple d'applications | f.9)
on f:V >V et o: K - K' qui saisfii aw conditions

HL.1. ¢ est un homomorphisme anneaur.

HL. 2. f(X 4+ ¥) = f(X) + (Y}, f(eX) = ¢ () [(X), ¥X, VeV,
vae K.

En particulier, si K' = K et ¢ — #d; Papplication f qui satisfait a
HL. 2 s’appelle K-linéaire.

Nous pouvons maintenant donner la

Définition 1.4. On appelle homomorplisme affine du module affine (4,9
K, =) dans le module affine (A', V', K' ="} un friplet d'applications (F. f, @
tel que

*

néaire.
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AT (f, ) (VLK) ~ (W, K7 soit un hramanorphisme linéaire.

s e
HA. 2 P, Qe A fIPQ) = F (1) FQ).

Soil une application 1 of — A’
[ = 17 ddéfinie par da condition

(1) VX ET: [(X) =X\ — 0P X
Sappelle Papplication induite par F & Taide de O,

o )gge?ff&?nl‘c l...'.’ U he condition nécessaire el suffisante pour que le cotple
(h. i e —(>Ir I{’! fi': A = K détermine wn homemorphisme affine” de
{:(-';'rm. / ’I;» "’q i & ; } r},?t ({(;t’zlm'ml(’ un point O € A tel que Uappli-
ion fi e par Fa Faide de O définisse avee ‘
lion : S5 aved ‘phis
{inéaire, i vec o un homomorphisme

Lo point @ de A, Lapplication

——
{0} F(P)

Si K=K eto=17 ’ icati i sati
Si 4 ¢ = idy, Papplication 1" qui satisfait & la conditi
ce théoreme s'appelle K-affine. ! il condition de
]I':l]:’su‘pposm]i' K ot K’ unitaires et 2.5 inversable, on obtient [6] le
. ?’of(,me V3. Liapplication F: A — A détermine avee U'homomorphisme
@i A= R un homomorphisme affine de (A, V, K. 7) dans (4, V', K’ ¥
g > 2] l' n . A . v
ef sculement si yPRQ € A, ety 2, B, € K tel que o - 5 =1, on a
b ¥
-I . j I fa A % [
{5 F(2P + EQ) = o{a) F (P) + o (8) 1 (Q).
2. Connexions linéaires. Soit } une variétd diff¢rentiable paracompacte
o g1 H T ’, 4 : " 1
#L « l‘d\htl C=, 9 Panncau des (onctions de elasse € et g7 le @%module
mm;m {.c.s champs df: tenseurs du tvpe (r.s) et classe C=sur M. Pour tout
couple f_n.'ac!nb]cs I sotl S (EF) U'ensemible des applications de £ en F
Meitons 0 (I, K) = 5% (), . J '

Définition ey e
" ”'W);iil]lrntlon r..l. 9}: appetle [12] connexion linéaive surla variété M une
jiees VoDt o (DY) satisfaisant wwe conditions

VelY +7) =V, YV 4
\‘_rx.\'—.m' = 5‘-VX + [3 Vy'
Y.X(y'}'] = X ((x)‘ Y “+ o VX-YiV X! }r, Z € ®Iy VG!, B 6@0-

Iin remarquant que le corps R des réels est isomorphe au sous-corps

CL. 1.
Cl., 2.
CL, 3.

\RVA

(le ]Jrln”((lu ~ [t a8 ALy 4 . .y
“ ) i()]l“(, l)(l] ](“o 10“01 1008 ((}n"t l]]tCS sul "lj de CI ]. et CL 2
on Ol)ilcnt l(‘,

Théoreme 2.1. Pour tout X ¢ 91, Papplication Vy : @' — @1 est R-Ii-

(lnn:p‘te tenu que J(31) est un module lindaire sur 99, de CL,, on a le
Théoréme 2.2. L'application V : 31 (D) est DV-lindaire.

Considérons deux connexions linéaires Vet ¥ sur M et mettons

(6) S(X,Y) = VY — VyY, yX, ¥Vea
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De 1a définition 2.1 il résulte que § est un champ de tenseurs du type (1.2
. ) b ! ype v
et classe C® qui sera nommé le tensewr de déformation du couple (7,v).
Soit € l'ensemble des connexions linéaires sur M et =1 £x 8- @
Fapplieation définie par ={y. v’} = 5. )
On constate aisément que = salisfail aux conditions MILT, ML2 et
par suite on a e
Théoreme 2.3, Lensemble £ des connevions linéaives sur la varicté: M
peut ftre  dowd d'wne struehire de module affine assoeié we module Findaire 3!
sur Pannean @,
1l résulle que £ pent ftre regardé aussi comme une espace alline sur
le champ R des réels.
Soit g une métrique riemannicnne sur Mol B () Vespace lindaire
des tenseurs du type (1.2) en p € M. I considérant. une carte en p et en :
A /
mettant

(M)

on obtient une structure d’espace lindaire cuclidien sur 9} {p). Sila variété
M est compacte et orientable. alors In fonction o £ € — R ddéfinic par

(8) @ (v, ¥) = 8 (phdv,

VS (p) e (p): S2p) = &y,

i u’klke S" b",!
by = P e

olt S est le tenscur de déformation du couple (¢, v'). détermine une strue-
ture d’espace affine cuclidien sur £

On obtient par suite le

Théoréme 2.%. Towle mélrigne riemannicnne sy wne caridé compace
et orientable M détermine une structure enclidienne sur Uespace affine £ des
connexions linéaires sur M.

Soit U7 un sous-enscmble ouvert de M et (£(U)., & (U), @' (U)) le
module affine des connexions lindaires sur la sous-varié¢té onverte U. En
considérant deux champs de vecteurs X. Y e DY), pour tout p € U 1l existe
un voisinage ouvert VC U et denx champs X', Y7 € M) tel que X'p-=
Xy et Vi =Yy 5i Ve € (M). alors en mettant

(9) (V)% V)i = (Vo Y )i

on peut montrer [14] que le vectenr {{vi)y ¥y ne dépend pas des champ
choisis A7, Y' e 31 (M) et que Vi est une connexion lindaire sur U.v;
s'appelle la connexion linéaire induite par Vsur U ct Vapplieation g, : £(M
—» € (U) obtenue de cette manitre cst nommde Fapplication de restrictio
Compte tenu que le couple d’applications de restriction (p..z5) O P
DL (M) - M (U) et py: D (M)— 3" (U) est un homomorphisme linéai
qui est localement wn ¢épimorphisme [11]. on obtient le

Vpel
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Théoréme 2.5. Pour tout ouvert U de M, le tri icati
T i 06 : plet des applications de
vestriction (py, po, pg) de (£(M), D(M), D (fl:!)) en (£ (U), @?%)U), @”(U);
st wn homomorphisme affine qui est localement un épimorphisme.

Soit py un pomt de M et D! (pg) espace linéaire tangent & M en p,.

Définition 2.2. On appelle [10] connexion linéaire en icati

- o i . exia : o unc application
Vo® () = F (DV{M), DL (p,)) qui satisfait aux ('nndilic?ms: -

LV (Y 4+2) =V, V4V 74,

L T 1N+ 0¥ e — ff‘-.\'n {— bv)'”

3. Vi, (2Y) = Xy () Yipy + a(py) W, Y,
ot Xy €9 (). YV, Z e DV (M), 0, b€ R et o ¢ D°(M).

I“n considérant deux connexions lindaires ¢ '
aires ¢n R et e ant
pour (B By St (m) i (30 Po, (V, ¥') et en mettant

(10) S (X V)= " ¥Y =¥y ¥
il résulte de la définition 2.2 que § € 9(p,) et que Vapplication = : € (p,)x

£ () = Di(p,) donnée par = (V-V} = § satisfait aux conditions MA, 1
et MA.2, Par suite on a le

Théoes P . . ; G
héoréme 2.6. L'ensemble £ (p,) des connevions linduires dans un point

,?% IG(JI) ;n};z)tf ére doud d'wne structure d'espace affine associé @ Uespace lnéaire
D) () ). N

Soit Vef (M), p,eM. X, e®D Y ey X (g oY
Iin metltant oo 0 € D). XN €A of Xip) = Yo
{11) Vipax, ¥ = (Vx Yy

E)n obtient unc connexion tinéaire N(p,) en py nommée la restriction de U
4 p, On obtient aisément le

Théoréme 2.7. L'application de restricti 7

) 2.9, pplic . sstriction v module  affine (£ (M)

S, D0(M) dans Vespace affine (€ (p. ). e Poosl ol i

phisme  affine, p (ffine (£(py). M {pe) D {py)) est un épimaor-

3. Congexions affines. Iin considérant un point pe M. Tapplication

DP) R D (p) - D(p) donnde par la reale
=(Np ¥y =Y, — X,

i

(12}

d(‘fm-m.'.f‘c sur D (p) une structure d'espace affine sur R nonndée la strue-

;Hm’ ,u_f_[r‘n(’ canomiqie. D (p) doude de cette structure Sappedle Pespace affine

tﬁi?[;;(.nt I:l ﬂ.! (l[l p et NF’JI‘:I nolé par *7 () e point p <“dentifie avee le e
v nulde 9 (p) et 'appelle le point de contact de M oavee 3 {p).
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Définition 3.1. On appelle champ de points de classe C* sur M une fonclion
qui associc & chague point p € M un point P € &(p) tel que le champ de vecteurs

Xi= ﬁ’ soit de classe C*.
Soit @ l'ensemble des champs de points de classe €= sur M. L'appli-

—

cation w: 2x S — D donnée par = (P, Q) = P satislait aux conditions
AM. et AM.2 ct par suite le

Théoreme 3.1. L'ensemble & des champs de points de elusse C* sur M peut
ctre doué d'une structure de module affine associé aw module lindaive (=1, 29),

On a encore le

Théoréeme 3.2. Lensemble 7 (2) des applications de £ en & pent ilre
doué d'une structire de module affine associé av module lindatre (F (D) XD, DY),

En cffet, I'application 11: F (8) X (2) — & (D) x D! définie par

VF,G € :5" (@) : }] (1"1,G) = (_fI:GrA-F(:)

—» e m—— -+ -+
fro (X = pP) = F(PYG(P) — F (p) G (), Xrc = F(p)Gip)
satisfait aux conditions MA.1 et MA.2.
Soit I: € -7 (2) une fonction qui associc & chaque champ de
points I € £ unc application Dy: €2, Cette fonction induit les applications
g D F (D) et K: Do I définic de la manicre suivante :

— —
SiN,YedletP,Qedtel que XN =pPetY = pQ, ol p est le champ
de points de contact, alors mcttons
—_ ——F -+
(13) T Y =QDu — pDup ot K (X)) = pDypp.

Definition 3.2. Nous appelons connerion affine sur M wne application
D9 o 5 (9) delle que les applications induites 50 ¢t K salisfassent aur con-
ditions :

CA.l. V:9t 57 (91} est une connexion lindaire.
CA2, K31 5 @ est un ehamp de tensewrs du type (1.1).

Remargite. La relation (13,) peut s'¢erire encore

- —
(1+4) VY = Dop DpQ — pi.

lin cffel
_———

-+ -+ — -+ - — -+ . —y
QWD — pDop — (@p - pDQ) — (p1eQ + D1 QD p) = DipDp@ — pR).

Tadorema 3.3, 8¢ 1 est une connervion affine sur M, alors pour tont Ped,

Vapplivation. Dy o @ — 2 est R-affine.
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Démonstration, De (11) et du théoreme 2.1 on a
D pDy (aQ 4 bR) = Vi (ap@ + bpR) + apQ -+ bple = ally pDok) +
VD DR
e'est-a-dire
13) Dp{a) + bRY — aDp -+ bDpR.

Par saite, dapres le Ihéoreme 130 1 est R-affine.

Conséquence 3.1, Pour tout P ed, Pensemble Dp(9) cst un sous-
espace affine de 4.

T e . N . .

._lh(_z\ort,mc_.!.:._ SED est e connexion affine sir M, application D
o= P (E) est Saffine.

. L . - @
Démonstration. Soit o €9 o+ £ =1. P,Qe2 ct R = ol -84

Pour tout 8 € 4 on a d'apres CL.2 et (13) D, p]),»?%' = Viz (;r_)g') +
— - — -
+ K (pR)=a¥ 0 (pS) + B Vg (pS) + oK (pP) 4 8K (1?_(5) =
- ——
= lSD[JS + BAQI)GLS'.

Par sutle,
(Hi) I),P. s = ’J.l)p —i- IﬁI)Q
TN R . _
[-ur:d-:lm. d'apres le théoreme 1.3, D est une application @%-affine de #
en § {(9).
g 2l bpppg e 4 e e .
Conséquence 3.2, L'ensemble D (2) est un sous-module affine de 7 (),
Pour > = p on obtient de (13)
']TI ’);J (é —-(".
clesl-dedive e
. Théoréme 3.5. Ni D est une connevion affine swr M el p le champ des
potnts de contacl. alors Dy est Vapplicalion identique de 2.
De By définition 3.2 1 résulte qu’a une connexion affine sur M corres-
pond unc connexion lindaire ¥ et un champ de tenseurs K € 9! qui sont
e a N 1
delinis par les relations (1.1). Réeiproguement. ¢tant donnde une connexion
hnv.:m'c Vet un champ K e @ 0 alors pour application 11: & — 0% (9)
définic par

(18 VP ReT: QD — Vi ¥V 1 K (Y,

e e
o A .-__pl ol ¥V o= PR on a les relations (11 b par suite 1 est une conne-
Xt altine sur M. On obtient done ([ H. [13] ) e
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Théoréme 3.6. Il existe une bijection entre l'ensemble des connexions affi-
nes sur M et Uensemble des couples formés par une conmeaion Hnéaive et un
champ de tenseurs du type (1.1) et classe C* sur M.

On peut donner la définition suivante pour une connexion affine,
sans utiliser les notions de connexion lindaire et champ de tenseurs du tvpe
(1.1).

Définition 3.3. On appellc connexion affine sur la variété M une appli-
cation ;8 - T (R) qui satisfait aux conditions :

CAY. Dp(2Q+BR)= 2D Q4 LD R-X ()P 4+ X (B)Q.

CA.2". Dypypo= aDp+ B Dy,

CA3. Dp = idg .

—
pour o, B €D, 0+ B=1, P,Q, Red ct X =pP, o p est le champ de
points de contact.

L'équivalence de cctte définition avee la définition 8.2 &'établit de Ia
maniére suivante :

Si D satisfait aux conditions CA.1 et CA.2, alors des conditions CL.2
ct les théortmes 3.3—8.5 il résulte les conditions CA.1'—CA.8". Réeipro-
quement, cn supposant les conditions CA.1'—CA3, remplies, alors par un

caleul simple, on peut déduire que les applications V et K données par (13)
satisfont anx conditions CA.1 ct CA.2.

Définition 3.4. Nows appelons connexion affine normale sur M une con-
nevion affine I == (V, K) powr laquelle K est le tenseur T de Kronecler, ¢'esi-
a-dire Vapplication identique de N,

De la relation (13) il résulte le

Théoréme 3.7, Une connexion affine D sur M est normale si et seulement si
(19} vPed: Dpp=P"P

A une connexion lindaire ¥ il correspond, par suite, une connexion
alfine normale ) = (V, I) qui est utilisée dans I'étude de certaines pro-
prictés de la connexion lindaire V.

Pour la strueture de Uensemble -4 des connexions affines sur la variétd
M nous avons le

Théoréme 3.8. Lruscnble & des connerions affines sur M pend dre doué
A itne structure de wodite affine associé an module Lndaive sﬁ‘.l,',va“-} sur 99

Fn effet. on constate que Fapplieation qui associe chaque couple
ordonne de connexions affines D — (Y, K) ¢t 1)’ = (V. K'Y le couple (S,
N KNiel) ]):. it S esh donnd par (6), satislait aux conditions MA. 1
el MA2,

On oo ausst !

¢
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Théoréme 3.9, Toute wdtrigue ricmannienne ¢ sur wne variété compacte

et orientable M détermine une structure ewclidienne sur Pespace affine & des
cannerions affives sur M.

Démongtration. Considérens une mélrique g sur M ot définissons la
distance entre deax connexions affines D = (V. K) et ' — (V, K') par
Ia relation

(20) dE(D, D) = [ SF(pyded- ¢ (K' — K)*(p) v,
7

v

oit S(p) est domé par (7) ot
[ * T 2 [ == ¥ vided | - | — J il ""I
(21) {K K)ip) = Hiion 2 -J\_'l A i) ([\::.: . A_:‘-Lll.

L'application «f : &l — R ainsi obtenue détermime une structure cucli-
dienne sur Ucspace affine &

Pour une counexion affine 1) — (V,K) sur M on peut définir la re-
striction [ry & une sous-varickd ouverte €7 de M par

.'-)'-,) D'-!' = (V"IL" KIU}:
oit Vig ¢t Ky sont les restrictions de Vet A i U, Du théotéme 2.5 on ol-
tient le

Théoréme 3.10. Powr toute sous-varicté ouverte U de la varicté M, Puppli-
cation de restriction du module affine (2 (M), D1 (M), DM dans le module

affine (& (U), 3 (U), D0 () est un homomorphisine affine qui est localement
un épimorphisme.

Fin particulier, si U est un voisinage de coordonnées sy M of {p,e)
un repere sur e module affine @ (U), alors en mettant,

— _ —
{23) PP =Xe¢,. pR=Y'¢, V, (&) = Piies, K{e)= Kie,
on obtient pour la connexion alfine Dy les dquations locales

~3
{24) RDpQ = (el(¥¥) + I Y9 +K) Xte, .
Soit un point g, de M et une application D: 2 {po) = & (2 (D), 3 (p,)).

Alors D détermine les applications V2 (pg) — i (31 (M), 91 {j2) et K:
Dy} = D () par les relations

— - - -»
(25) Vi, ¥ =@, Dp, & — p, Dp,p, K{(Xy) =y, Dy, p,
ol

i d

—
Ny =py Poed(p) et ¥ = pl ¢ ).
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Définition 3.5. On appelle connewion affine dans le point p, wune appli-
cation I : 2 (pg) — 1T (2 (M), E (o)) i posséde la propridle que les appli-
cations induites V et K sonl respectivement une connerion lindaire el un tenseur
du type (1.1} en p, .

’ar un raisonnement. analogue i celui utilisé dans le théoreme 8.8 on
ohticnt e

Théoréme 3.11. 1 ensemble <L(pg) des connevions affines dans un point
s M pewt Sire dond d'une structure despuce affine associé a Vespuee linéaire
Dy () X DY py) sur K.

On peut montrer ensuite que Fapplieation de restriction qui fait eorres-
pondre 4 une connexion affine H = (V. K) sur M la connexion alfine Di{py)
= (V(py), K (py)) en p, détermine un ¢pimorphisme de module atfine & (M)
sur Pespace affine @ (p,).

4. La courbure d’une connexion affine. Nous donnons diabord Ia

Définition 4.1. On appelle crochet de dena champs de points: P, ¢ 8
le champ [P, Q)€ défini pur lu relution

+ — -
(26) PP Q) =[pl. pQ).
On constate aisément que Papplication de € x ¢ 5 & définie par le
crochet est R-affine dans les denx arguments et antisymétrique dans le sens
que

— —_———
(27) PIP,Q) = — p[Q, D).
cest-ii-dire les champs [P, Q] ct [Q, ] sont symétriques relativement ay
champ de points de contact.
On peut maintenant donner Ia
Définition 4.2. Nous appelons lenseny affine de courbure pour la con-
nexion affine 1 sur M Papplication p: =XAXE >4 donnée par la relation

(28) o] ([), Q)R == DQ D;JI{ o 1)‘01)01{ + I_)fp'.@]h)..

— — e
En mettant D = (V, K), PP=X, P =Y, pR—=12%, on obtient,
compte tenu de (18):

(29) Bo(PQR = & (Y, X)Z + 5 (V, X).
Iei & est le tenseur de courbure pour la connexion linéaire
(80) KRXY)Z =[Vy, W)Z — Vix,y 2

et 3 est le tenseur défini par

(81) HX, ¥) = V(K (Y)) — V(K (X)) - K([X, Y]),

_
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qui sera nonund le fenseur de torsion pour la connexion alfine 1, Remarquons
que pour une connexion affine normale, la tenseur % ecoincide avee le ten-
sewr de torsion & de la connexion lincéaire

(32) S(X, Y) =%+ ¥V -V, X —[X, V).

On peut constater des relations (29}—(31) ou directement de (28) que
s ostoune application @-affine dans les trojs arguments, ce qui justific le
nent de tenseur affine qui lui o été atbribué.Le tenseur alfine de comrbure
¢ estantisynidélrique dans les premiers deux arguments dans le sens suivant.
Dans e module affine F(2), Papplieation (0, Q)9 & cst symétrique
a Tapplication o (Q. P) par rapport & Papplication identique de & ¢est-
a-dire

-+

(33) Re(P, Q)i = — Ro(@ PR, WR 9.

Des relations (28). (30) ¢t (31) on obtient les expressions  suivankes
pour & et § A4 Taide de g

(34) KX V) = RelQ PR — po(@. P)p et s(X, V) = pe(@ Plp.

Définition 4.3, L) champy de poinis Q &8 s'appelle invariant o absolu-
ment paralléle pouwr la connexion afftne 1) sur M si la condition swivante isf
satisfuite

(35) Dpt =, yPeq,
De (18) il résuite le

Théoréme 4.0, Une condition ndeessaire e suffisante pour que le champ
Q& 9 8ol invariant pour la eonnervion affine D sur M est

(36) WY +K(N)=0, VX¢a,

. ~ —
oA ¥ == pR.
Compte tenu des relations (28) ot {(29) on obtient le

'I_‘héqréme w2 Un champ de points R, invariant pour la conncrion affine
D, satisfait & la condition d'intégrabilité

B7) P.QR —0. yvP. Qcg ou & (X, Y)Z4+§5(X, V)=, vA, Ve,
: —
ounzZ = pR,
51 Q et R sont deux champs de points invariants pour D alors en met-
i —
tant 7 — QR. de {36) on obtient
(38) VyZ = 0,



132 V. CHRUCEANU 12

c’est-i-dire Z st un champ de vecteurs absolument parallele pour V. 1R6-
: . - - # FJ
ciproqueinent, si @ est un champ de points invariant pour D el Z un champ

de vecteurs absolument parallele pour ¥ alors de (36} et (38) il vésulte que

3 . é r, - - I .
le champ de points B défini par QR = Z est invariant pour D. On en obtient le

Théoréme 4.3. Si la conncvion affine D admet des champs de points in-
variants, alors lewr ensemble est un sons-espace affine de 9 assocté au sous-espace
linéaire formé par les champs de vecteurs absoluwment paralléles powr la conne
vions linéaire associde V. .

5. Connexions affines plates. Pour ce qui suit, nous avons besoin de
ta notion de famille de points invariante le Jong dune courbe, pour une con-
nexion affine.

Pour nos considérations, il suftit de supposer la courbe contenue dans
un voisinage de coordonnées U.

Soit par suite, y(2) : (¢, ) = M une courbe de classe C* sur M ¢l no-
tons par X (#) la famille des veeteurs tengents 4+ (1), Nous disons ¢ue lz% fone-
tion @ (f) : (a, b) — P {y (t)) définit une famille de points de classe C® syr

=
¢ (f) si la famille de vecteurs ¥ (¢) = v (1) Q@ (1) cst de classe C“"s_m_' v (t),
[14]. In vertu de cette définition, la famille de points P(f) définic par
e Y X .
v(&) P(t) = .X(#) est de classe C'®. On peul montrer qu’il existe les champs
de points P, @ ¢ 2 tels que

(39) P?-:t:l =:F U) et ('e'.'::'l o Q “:I' jE‘ (a? b}-

Définition 5.1. Nous disons que la famille de points @ (1) suila courbe
v (#) cst invariante pour la connexion alfine £ sur M si on a

{40) (I)I'Q)Y:ﬂ Q'.'n: , Le {(E, b)'

Compte tenu de (24) on obtient pour I'invariance dans la counexion
affine D, le long de la courbe v (8), les équations différenticlles locales

i L4 k
iy It dig® . K dz

b I — ¥4 ! == 0,
" dt gt T g
La solution générale de ce systéme est donnée par
(42) Yit) = A ¢, &) Yilt) + B, &), 4 4 €(a, D).

ot A7 (t, 1)) sont les solutions du svstéme homogine assoeié & (41), qui satis-
font: Juux conditions ' (4, £} — 8 ¢l B (2, 1;) ost |l solution de (41) cor-
respondante aux conditions B¢ {4, . £) = 0. Les équations finies locales (42)
détinissent une hijection atfine entre les espaces affines tangents en v (f)
et - () nomunde le transport paralléle de & (y (§)) en Ty () le long de y (1)
détini par la connexion affine I sur M. Dans le cas général ¢ transport pas
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rallele de 2 Cr () en 2 (¢ (1) dépend de ka courbe y(f) considérée. Nous
poavons maiintenant donner la

Définition 5.2, Nows disons que la conncrion affine 1) sur M est plate
st poer Towt point pe M il eviste nn voisinage de coordonnées U avee In propri-

¢ que le transport paraléle de 2 (p) en 8 (9) powr tout 4 & U ne dépend pas
de la conrhe considérée.

Cette condition est équivalente au fait: que le systeme
Ay
fhrk

est completement intéurable ce qui a lieu si et senle

ot & sont dgaux A zéro.
Par suite on a Je

[ 13} - ]l} Yi4- ]\': == )

nient siles tenseurs &

Théoréme 5.1. Une condition nécessaire of suffisante powr que la conne-
cion affine 1d soit plate est que les tensewrs de cowrbure 5 of de torsion 3 soieni
daair o xdro sur M.

De Ia rélation (29) il résulte alors le

Théoréme 5.2. La connerion affine 1 sur M est plaie si el seulenent si
le tenseur affine de courbure satisfuit o la condition

(41) o(P, Q)= idy . yP. Qe

Soit U un voisinage de coordonndes suy Mol Qia = 0,1 ..., n) n4+1
champs de points sur U, Nous disons que ces champs sont D0-gffines indé-
pendants si pour tout p € U, les points Q, (p) ne sont pas situés dans le méme
hyperplan. Si les champs @, sont invariants sur ¢ pour D alors les champs

—-=

de vecteurs ¥, =@, Q, (i = 1, » sy 1) 0Nt absolument  paralléles pour V.
Comme Y; sont 9° (U)-lindaircment indépendants des conditions d’intégrabilité
pout le transport paralltle sur & dans la connexion linéaire ¥, il résulte & =0
sur U. Alors, de (37) il vésulte encore & = 0 sur (. Réciproquement, si les
tenseurs & ¢t & sont dgaux A zéro sur U, le systéme (43) est completement
intégrable et par suite en prenant pour p, € U, n - 1 points Q(p,) € 2 (p,)
qui sont R-affines indépendants on  obtient par Pintégration du systéme
(43) » + 1 champs de points @, invariants ct D(U)-attines  indépendants
Clest-i-dire nous avons le

Théoréme 5.3. Une condition nécesswive e suffisunic pour que la con-
neeion affine 1) soit plate est qite chaque point de M admette wn voisinage d¢
coordonnées U1 qui posséde n - 1 champs de poinls % (U)-affines indépen-

S i sont wwariants powr D,

. linfin, on peut caractériser une connexion affine plate par la propriété
swvante :

Théoréme 5.4 Une connerion affine 1) == (Y. K} osur M est plate si

ebsendeinent si chague point de M wdinet wn voisinage de coordonnées U qui pos-

13 Metvmalicd
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séde n I-formes o', 9%U)-lindairement indépendantes. absolument paralléles

pour la connexion Ty ct telles que les I-formes &D=K; () soient fermées.
En effet, Pexistence des n 1-formes o', 8¢ (U)-lindairement indépen-

danteset absolument paralltles équivaut & Pannulation du tenseur & sur U,
Dans ces conditions on obtient

a Gl = Th el
(45) 2 9,8 = Thal
et par suite les 1-formes @ sont fermées si et sculemend sile lenseur de
torsion § est zéro sur U.

Remarque. Les connexions linéaires plates s¢ caractérisent par l'annu-
lation du tenscur de courbure. Par suite, pour ces connexions le tenseur
de torsion peut étre différent de zéro, Fn prenant dans les théorénies de ce
paragraphe une connexion affine normale on obtient des proprictés carac-
téristiques bien eonnues (15| pour les connexions lindaires de courbure et
torsion nulles.
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ASUPRA CONEXIUNILOR AFINE GENERALE

Rezumat

 Inaceasta luerare se dau doua definitii slobale noi
almi generali si se denmonstreaza i nmultine
a conexiunilor liniare pe o vartetate diferenti
turit de modul afin. Se introduce apoi tensorul
xiunc afinii si se stabilese unele propriet
afine plate.

pentru o concxiune
a conexiunilor afine ca si cea
ala pot {i dotate eu o struc-
rul alin de curbura pentru o cone-
afi earacteristice pentru conexiunile



