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DESPRE PRELUNGIRILE CIMPURILOR DE OBIECTE GEOMETRICH
Rezumat

Scopul lueririt este de a descrie un nlgoritin natural pentru pi‘ctlig-
girile cimpurilor de obiccte geometrice. Acost algoritm este bazat ge f:)lrmii
rile lui Cartan, pe unele cercetiiri ale lui G. F. Lat}‘)_ll:“ev t$l pe nc.)t,u,;nea e

il y rat principal.
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semiantiquaternioni q

frouve sa métrique naturelle en montrant
la métrique une variéts non holonome
Sy de Pespace semicuelidien gl e
dquations pfaffiennes.

Introduction. Sclon un résnltat de
I'espace projectil complexe & n dimension
unce varicté d’un espace cuelidien & (n

on sait que la métrique naturclle de

2n : :
CSpﬁ.L'C non holonome VJ,‘.§.[ sttué sur unce

elidicn F,,.,. On obtient ainsi ce
non holonome de Pespace P, {z),

plongement naturcl ¢l nop holonome

ue i n dimensions P, (e, z) et on
que cetfe métrique coincide avee
Vila située sur unc hypersphére
et définie par un systénie de trois

Mannoury [1], on sait que
s P, (4) peut étre considérd comme
1)* dimensions. 1Vautre part [2]

P, (i) coincide avee Ia métrique d’un

hypersphére §,,,; de Pespace eu-

quon appelle ([8], p- 367) un plongement
obtenu 4 Paide d’une ¢quation de Pfaff

et d'unc dquation complétement intégrable.
Des propriétés analogues sont aussi valables pour Pespace projectif

quaternionique P, (4,

). Dans ce cas, Ic P

espace cuclidien & (n - 1) (25 - 1) dimen
nomwe est ohtenu & Paide d’un svsteme de

unc complétement intégrable, |

ala métrique d’une variété non holonome
Sty de Pespace euclidien B f41.
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Le bul de ect article esk de voir de

peuvent Crre Slargies
tiqualernions.

au cas de Pespace p

longement naturel a licu dans un
sions et ic plongement non holo-
quatre dquations pfatfiennes dont

4 métrique de Pespace P, (%, J) étant égale

4 . \
Viegs située sur une hypersphére

quetle maniére ces considérations
rojeetif sur Palgébre des semian-
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. Le plongement naturel ‘de’l’espacc projectif semialntiqllet?rzlxorflr(]]:‘ei
Dans 'exposé¢ suivant on considérera le probleme du n()n:g(;}n(.(n, rl)l.:z . 0{;
de Pespace projectifl %emumtliluatﬁ:rnlomqut A n dimensions P, (e, =

‘terminera sa  métrique naturelle. ‘
g Igtl)?fll’nlgébrc dc(.l semiantiquaternions oy (e, €. ¢, (:r{)'::m; ](‘:1 '(I'(!l\[):
des nombres réels. Clest une algibre de rang quatre, uss-:olc!la. 1\(.1 fi Llfls:(;rll
unité, non commutative, & diviseur de zéro, ayant la tablean de multipli-

A ALY = AL
ation de Cayley des éléments de la base ([5], p. 2206).

7
£ ‘ £ | oy 2y
e, [ ¢y ) 1
£y o 2y ‘ £y £
| i
€y [ l — iy 0 0
i
‘4 £y | —ey [ L1

Sionous notons

nous avons done les velations

o
e . o = — s 1)
-] — 2=t =0, ¢ee= =¥, Le=—Le=2z2, zL=2-=0

e'.!
L¢iément e est un élément involutil et z, T sont des cléments nilpotents.
Un élément de algébre a donc la forme:

o =a-+ cb+ =0+ d,
ol a, b, ¢, d sont des nombres réels, le conjugué de o étant Pélément
@ =a—eb— zc — {d,
Si la seminorme de x est définie par la relation
N@) =] ="

alors NV (@) = | a* — b*. . - .
Si nous considérons encore 'élément de Palgebre

y=a +eb + ' +0d,
alors il est facile de montrer qu’on obtient les formules

vy = yr, N (zy) = N (i} N ().
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Liespaee projectir semiantiquaternionique & » dimensions P (e z).
itssocté i Palgéhre des ssmiantiqnaternions est Fespace dond les points sont
detinis a4 Paide de (0 =21} coordonndes semiantiquaternioniques homogines
Uposeeen Mo+

On vicmontrer maintenant que Fespuce 22, {e. 2) admel un plongement.
topologique différentiable dans un espace semienctidien,

On sait (J6]. po bk} que Fespace semicuelidien 3 o dintensions, 2 indice
et ddfaat donoté E5 D oot un eapaee dont los poinis ef les vecteurs satisfonl
aUX memes axiomes  que Fesparer cnelidien., excepte Faxiome relalil an
carre sealaive d'un” veeteur g est replaed par Faxiome :

Lo carvd sealwive i{un veclenr o de conpdonnios bt e oSt wne forime
quadratine dédénéric de ses coordvitndes, ¢ indice ! of defaul d: done, par il choig

concenalle de la buse_cette forme ytctdradine pead ére rédicite  lu forme canoniqiee
(o, ) = — (") PO U il ) C S (iprmiyz

Powr { = 0. quand cetie forme quadratigue est demidéfinic, on obtient

Pespace  semicuclidien 3 4 diviensions o ddfnut . noté £ e espaces

Lo onb ¢ considérds pour Ta premitre fois pur Sommervitle {7),

~ Lonsidérons Tespaee semicuelidien i (X, Xuke Yo U Vi)

No= () (20 - 1), p=nw=-1)20 ¢ = n(n4-1)]. dont a métrigque
a da forme

(1) ds? = AN 4 d X7, — o Vie (b b= e Ml fe)

oit Fon fait I somme par rapport anx indiees b Soit dins 17(:5})11(?(: ]‘,'_"\’-'

I wvaridte Loodéfinie par les formules

. } ' ) _
(=) i = o I Ve R R | [P S e Unlis
|

oit les coordonndes jy, sabistont & b condition de normalisation
{43 Y lFd WallF = 1.
relalion qui reste invirinnte quand nous multiplions g pav on Tacteur de

seniinorme Goale 401, De (2) ¢f {3) 1l résulte

. |
(‘l) "\[] : B . ot
H ¥ .a ] .
A ¥ w o, {somumer par rapport ah, 4).

forundes qui montrent gue la varicté £ se frouve sur e varidt¢ Vg dinter-
section de Phypersplicre (3) ef e Phyperplan (4).

1T st facile de montrer aue tes Torndes (2) Ctablissent une COTrespon-
dance topologique enlre Fespace projectil P, (e, 2) ¢t L.
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Considérons maintenant les points de P, (e, ) }1)our'lesqucl.~:1 {11 =0 dx=2Re(z dz), (z—1)2= B 4 202 121 2 |2
t prenons, pour coordonnées de ecs points, les coordonndes non homogénes . . B . B ) '
;3 gonnées’ gar les relations (2 —1)dz =2z |*Re (2,dz,) -+ Il = I* Re (zdz;) + || 2, |2 Re {%:dz,)],
®) IR dx* — 2B = 2 [Re(2dx,)* + 2 Re (2, dz, 3. dz.),
Si Pon tient compte de (2), (3), on obtient les formules cl la métrique de Pespace projeetil P, (e, ) devient
- oA B
;11 1 far ' =
(7) 1‘.0:__—, A.;-_‘-——-/-E—'“—*—_'a P . . - -
V2 z ] s qui s'ceril d'ailleurs sous la forme
2 I : o L . [ dz, |2 | zdz, ||
Xos + Yy + Uy, + CVO’ =_~§ o Nrs ot €Yo +=Un + ?I S (8; ds* . r”__ - 3 ”

A N N FATSE
On peat done ¢noneer la théoreme suivant :

Théoréme. Les formules (2) réalisent wn plongement topologique diffeé-
rentiable de Pespace projectif semiantiquaternionique P(e, <) dans Pespace semi-
euclidien EX' et ce plongement conduit ¢ la melrique nalirelle (8) de P, (e e).

Il Taul observer maintenant que la métrique (8) o ¢té oblenue dans
Fhy pothese qu'il y auflyolf 2 0, doncelle est valable dans ke voisinage de Pespace
Py le, €} ou zp .., 2, sont des coordonnées non homogenes. Si nous con-
sidérons le voisinage oft il v a [y, 5= 0 ot si nous considérons les coordonnées

oll nous avons noté
s . - 1

{7") z=1-+ |z[* (sommer par rapport & 7}, {r,s =1..,n: r= g

La métrique (1) de Pespace EX" peut étre écrite aussi sous la forme :

(1) ds* = dX3 4 dX: + dX5, — dV§, + dX5, — dY?,
{sommer par rapport & » et s)

2, 7', données par les relations
sfférentiati formules (77 obtient Uit =
et par la différentiation des {ormules (7) on : , . )
Yo =20 =Y iy =2, .
L4 gx,— 1 [2:Re(s da) - |12 | ] - -
dXy = — ] —, dX, = |5e2 [2= AT P s alors s nous effectuons des ealeuls analogues. nous obtenons la métrique
2 2z

dXy 4 ed Yy, + 2dUss + LV, = 22 (2dz, — 2, dz).

ldz s
(IS:'I = - . e I’ I
L+llz P O+ s Py

dX,s + edV s + edVyo o+ LdVyg == 277 [3(z,dz, + dzz,) — 2,2, dz2] La métrique (8) est done invariante par rapport a unc transformation pro-
' ' {ne pas sommer) Jective avant la forme

et la métrique (1) devient s poel  atIo o G e

5 G T . T

1 - - 9 2 2
2 — — . 19[Re Az, - 2 Re (z,dz,2.d2 -+ |Edz H"r“”zr“"”dzr ” T . ) e . .
ds g5 (2[Re(zdz) (3rdz,2.dz,) ’ te qui peut etre vérific aussi par un ealeul direct.

Si Pon introduit maintenant les coordonndes réelles i

2 1# N dze iF 4 2 | - 1] dz, [Fz* — +[Re (2:d26) + |j 2, || Re (z.dz,) + par les relations

+ |2 [ Re (zdz,) + ||z, || Re (2:dz)]zds 4 (L4 (|2 |1 + 2| 2|2 +

+ 20 5 1P| 2 iI)dz*}. (sommmer par rapport 4 r et s).

s donnédes

=8 eyt bt gt (r=1,.,n),
alors on peut voir facilement que la métrique (8) devient
Si nous notons (5 P sa(dmér—=)t (g v~z gg-xye _ ppe
! 14+ (1 + a)2

O ots avons noté

A4 =|dz |2, B=]|zdz|? (sommer d’aprés )

et si nous tenons compte de (7'), nous obtenons les formules
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| 0. pour = 0.
P == £, (I'.i?—a)_'. W IJ“"-_S.I'J’_:’“. - ]-‘ p()u]. .
= 1. pour i
don e

Théoréme : L'espace  projectif  semiantiqualernionique Pyte 2} est e
varidlé différentiable qui pewd étre recouverte par w4 1 voisinades. chugie voi.
sinage contenant les points dont Pune des coordonnées i, U 0 bt seminorge
non nulle s dans le voisinage dont, || y, | == 0, Ueapression locale de la métrique
nabwrelle est (8) et dans les coordonnées réelles 2! atelle est (87

2. Le plongement non holonome de 'espace projectil semiantiquater-
nionique. Dans ce qui suit, on va démontrer que la métrique naturelle (8)
de Vespace projectif semiantignaternionique P, ez} coincide avee la mé.

. . G0N 0 dir g + . . N T e ’
trique dune vamete non holonome Vi s situde sur une hvpersphor L
. . o 5o ‘\li-}-l, Par 2
de Tespace semicuclidien Fals - ) '
(Pest pourquoi on va introduire les  ecoordonndes véelles o' L., pindd
var les relations
i = E.Uﬂ-’rl X I'I"”; 2 'i_ 51--]1'1 3 :i.-lh‘-l . ij’ =0 ..., “}_

Dans cc eas I condition de normalisation {3) doit ¢tre ¢erite sous la forme
(3:) . (“4.'. -:-4—-::)‘_' S |
et cette ¢quation définit dans Fespace semicuclicien dont Ta métrique ala
forme

(9)

une hvpersphere Sy, .

dst = g, (dpiiti-ay

c s . Sra e “du R
Considérons maintenant la variété non  holonome Ty ;5 situde su

Phvpersphére S, .5 et définic par I'équation symplectique

(10) e d 4 = 0. (sominer par rapport i b
qui dans les variables réeltes et it $iderit sous la forme
(11) do = [eH1phit =0, do, = [e¥+! PR I VR RRE S e

P Y S R VS N TR (% 3 R P W
degy = [pit Pl pih=d] — ¢ piiti] == ()
si Pon considere que sur Phypersphére S, il v a la relation
£ T~Ih+4—x (h.-ll‘l-,--l—a = ()

(sommer par rappovt a b el o«

(12)

Compte tenu que les variables réelles ¢! vir 4 sonl lices par
relations (87). (11). il résulte que la métrique (9) qui peat itre éerite enco

(9)

ds?z = {bdy, [P (sommer par raport i h)

ML estadentique & Ta métrique naturelle (%)

-1
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st uln metrique en ke variables indépendantes et elle represente la métri-
quie du sous-espace 1 g Hleids Fini par e svste aft

i ‘ paee non holonon Vi, g defini par e systéme de Praft (10)
sur Fhypersphére 8 N

» b . . af
iy de Pespace E{Ty

SUonous considérons

i s Gy (2 s il e, 1}
. N T b e e 2 U 5 N
alors les Tormules (3), (9), (10°) deviennent respectivement
EA po = 22=1

oo Ty °
- o e ’ .
{0’y iy des gl da, |70 (sommer)
, :

{10 2k 5, dag==1),

A nous procédons an chabgement de variables

=1).

s Y (107) peuvent étre derites

1 e G, mewry Bl <

alors il est facile de montrer gue les formule
encore sous o forme ;

fl".' = =z

r = F

(") I R

ds* = gt

! e

(1" il 2de - =0,

. Considérons maintenant la projection centrale  de hypersphere S
0 iy 0 g . - 1 T - 1‘ -~ - ] - ; o

de Lespace cuclidien £ (=0 020 sur | hyperplan tangent (dont nous

w

désivnons par w les coordonndées) au pole Nord Nz, 3. On obtient
factlement les reladions .
1 ] {ir .
i . B : duz i, du )
S e= L R st = L P
n " % e R
et Liomfirigae (977 devient
di? 4o |l dr Tz de |
st r v | , il - (”r d“r) It “r d'rl
" s

SEonits passons linalement aux coordonndes

"=y,

2y

alors o peut montrer facilement que cette métrique S°¢erit, sous la fornie
| ez |1

Pz |

_ Nz dz e

RIS

il

de Fespaee projeetil’ P, (e, ¢).
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On peut done dnoncer le _ o N

Théolréme. La métrique naturelle de Cespace pro_;(e;:t’i:j aurng;tf:quuw’; n;a-

] étre idérée e la méirigue dune varicté non holo-

nique P, (e, ) peut étre considérée mn'mu la ’ i e
nome Vines définie swr Uhypersphére Sppy de Uespace semicuelic sy

ystéme de trois équations pfafficnnes,

par un .systér{ze L ey Al [ meciient non  holonome

On obtient done ce qui s.t]ipcllf, [2] )un plong R

de I'espace projectifl seniantiqualernionique P, {e, ‘a) dans cspan}ct f-m-‘Ht s

obtenu & Paide du svsteme de Prafl (11) et de Uégquation completement in.

tégrable (12).
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SCUFUNDAREA NATURALA SI NEOLONOMA A SPATIULUI PROIECTIV

~ |
SEMIANTICUATERNIONIC

Rezumat

Se consideri problema scnfundirii naturale si non}onou_ng a spa_a,t;uilu_j
proiectiv semianticuaternionic cu n dimensiuni P, (¢, <) 81 se glisesle l'ne-arrié
sa naturald, aratindu-se e aceasti mctricdt coincide cu met.ncn Ul.lCI ;.d'
tati i ituati ipersferit S din spatiul semieuclidia
tati neolonome Vii4s, situati pe o hipersferit 5, pad

EpE i definita de un sistem de trei ccuatii Plaff.
" £l

ON @ - TRANSFORMATIONS
BY

CONSTANTIN N. UDRISTE

Commmizared it t'ne Fubilee Scientific Session of the AL I. Cuza-University Iagf
20—25 august 1970

§0. Introduction. Sasaki [a, p. 21—2] proved that the set of ali
automorphisms of an aimost cocomplex (or alimost contaet) compact mani-
fold is o Lie group, On the other hand, Tann o [3, p. 25—1] showed that
this property is valid for the group of all d-transformations over a con-
tact nianifoll. But it scems still open the problem of finding the conditions
under what o subsct of all ®-transformations over an almost cocomplex
compact manifold is a Lic group. The Lemms 2.2 and the condition (I)
gives an answer to this problem by the same method of proof as Sasaki's, The
other results tn § 2 and §3 are consequences of this fact.

Sasaki [5, p. 23—2| proved that every (2m -+ 1)-dimensional Lie
group admits a lelt invariant alpost cocomplex structure, Analogously, in
3 b we prove that a (4n 4 3)-dimensional Lie group admits a left invariant
atmost coquaternion structure,

Throughout this paper, all differentiable manifolds and mappings are
understood to he of elass O,

§1. Almost cocomplex struetures and almost coquaternion structures.
I Let M*# 0 be o differentiable manifold of dimension 2 +1. 4(®, £, )
Structiure or an almost contaet struchiure or an almost cocompler structure
on A+ 1 gs by definition, a triple (D, £, %) where @ is a tensor field of type
(1), % i a veetor field and 415 a l-form on M* *1 gyuch that

(]) 1) (E) = ]’ dr2— id E®f1

The relations (1) imply



