NORMAREA GRUPULUI COMPLET DE SPINORI

DE

AGNETA VESCAN

Si considerim un spagiu euclidian complex R, si fie C, algebra
spinorilor din acest spatiu. (Vezi {6], [7], [8]). Aceastd algebrd este §i un
spafiu vectorial de dimensiune 2°, numit spatiu spinorial (notat cu ).

Algebra C, pentru n = 2h este izomorfi, iar pentru n =2k 4 1 este ho-
momorfi cu o algebri completd de matrice M. Algebra de matrice M,

corespunde algebrei L(S,;) a operatorilor liniari, intr-o bazd datd, care
aplicd spatiul spinorial S, in el insusi. Subgrupului multiplicativ. G al
tuturor spinorilor inversabili ii corespunde grupul matricelor nesingulare
M; din M.

Un spinor % € C, poate fi scris descompus dupd multivectorii de bazd
in felul urmitor:

p == ?0 _+_ E:Pl': e'_l + Ecpi.:.il(g}‘_h‘,l -|-- ...+ c?l‘l...n(”e)um" s

unde sumele se extind la toate combinirile numerelor 1,2,..n luate cite
k (& fiind numdrul de indici). Matricea corespunzidtoare spinorului - este

My =1 + o4 E;, 4 Z‘P“""E."E.', +...+ (Pm"'” E E,...E,,

E; (i=1,2,..n) fiind matricele operatorilor liniari E;, in baza ¢ (1 =1,
9,...,k) din R,. Operatorii liniari £; corespund vectorilor bazei e; (1,2,...,)
din K., iar I e matricea unitate,
Daci ¢ €G, adici este un spinor inversabil atunci M, =0.
ELd

Definitie. Fie, prin definiie, numdrul complex VIM,2, notatd prin ||ofl
norma spinorului o€ G.
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Evident norma unui spinor este independenti de algcbra bazei din
spatiul spinorial S, , depinzind numai de spinorul ¢. Se mai observd cd
m
VM se inmulteste cu 22 daci spinorul ¢ se inmulteste cu A Intr-adeviravem
nr

VAL, — WAL = |33 (AL = | [M2

Teorema. Norma unui spinor este un homomorfism al grupulus spino-
rilor inversabili, G, in grupul muluplicativ C* = C — {0} al corpului_complex.

Demonstrapie. Observim ci o - |[|¢| este o aplicaie a Iui G in Ccr.
Trebuie si aritim ca ea pistreazi inmuliirea. Fie ¢ yi ¢ doi spinori din
GsiM, , M, matricele lor corespunzitoare ; avem

M m M.

deci M_M,* = M2 M,
ol = il l14[l-

Observapii: 1. Norma spinorului unitate ¢ =1 este 1
2. Nucleul homomorfismului este muljimea spinorilor care au norma 1:

L2
VM |2 = 1.

3. in cazul »# = 24, conditia |o| 0 este necesard §i suficientd ca ¢
si fie inversabil, iar pentru » — 2k + 1, ea e numui suficientd.

) in continuare vom aridta ci aceasti definitie, intr-un caz particular
coincide cu norma spinoriali, definiti pentru grupul ortogonal de
M. Kneser si J. Dieudonné si generalizati de H. Zassenhaus
(vezi (2], [3], [4])-

_ Pentru aceasta, vom considera in spatiul R, algebra operatorilor lini-
ari L{R,). Se stic ci operatorii liniari inversabili din L{R.) formeazd un

subgrup multiplicativ. Acele elemente R din acest subgrup care pistreazd
forma fundamentali din spatiul R, formeazd grupul ortogonal complex.
Grupul ortogonal este un subgrup in grupul operatorilor liniari inversabili
il vom nota prin Ly (R,). Mairicea unui operator ortogonal complex

R satisface relatia RR" =1, iar |R| == 4 1. Grupul ortogonal complex mai
este numit, prin generalizare, si grupul rotatiilor. Dacd R =1, spunem
cd avem o rotatie proprie, iar daci R = — 1 avem o rotaie improprie.
iVezi [1]).

Se stie, de asemenea, ci orice rotajie este un produs de simetrii.
Daci rotatia R ese dard de % simetrii relative la hiperplanele perpendiculare

pe vectorii mneizotropi a;, d;,.,a;, atunci rotafia R aplicatd uni vector

x€R, 1l va duce in vectorul y — Rx. Acest vector poate fi scris sub forma

(1 yv={—1Yas..a;a, x(@...8:2a;)" ",
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unde produsul se efectueazd dupd regula inmuliirii spinorilor (vezi 6.
Rezultd deci cd produsul v = a; ax—) ... 3,4, este Un spinor particular, numit
si versor. Se¢ poate demonstra ca versorii formeazd grup G, in raport cu

inmultirea spinorilor. Versorii In care k este par sint si spinori pari;
ei formeazd un subgrup in G. Formula 1] poate fiscrisd y = (—1)*f vx v}
si se poate extinde la cazul cind in focul vectorului x avem un spinor
oarecare ¢ € C,; se obtine ¢ ={— 1)* vpv~* . Transformarea aceasta pe care
o putem numi §i rotatie a algebrei spinorilor este un automorfism al
acestei algebre.

fn cazul # = 2k versorul v corespunzitor unei rotafii este definit cu
aproximatia unui factor numeric. Dacd introducem o relatie p in G_ astfel
v, pv, dacd §i numai dacd v, == v, atunici se aratd cd p este o relagie de
echivalenti si grupul rotagiilor L {R.] va fi izomorf cu grupul cit al lui
G, in raport cu aceastd relatic de echivalentd, G [o. Dacd » = 2k 4 1 grupul
rotagiflor proprii este izomorf cu grupul multiplicativ al versorilor pari,
iar cele improprii corespund la aceiasi versori ca si cele proprii. In ambele
cazuri versorii pot fi normati cu ajutorul expresiei

(2) wh o= (— 1) (a@)? (@) - (@)
Dacid v se inmulteste cu un scalar 7, atunci (2) se inmulteste cu »°. Luind
pentru A* inversul numiruiui (2) obginem w* = |, tar pentru X avem
numai doui valori care diferd prin semn. Se aratd usor cd versoril nor-
magi formeazd grup.

Trecind acum la reprezentarea matriciala a spinorilor, versorului
Y = @y..aya; 1i va corespunde o matrice de forma V = 4,... 4, 4,,A; fiind
matricele corespunzitoare vectorilor a; considerati ca spinori particulari.
Conditia de normare pentru z =2k devine VE VT =E', iar in cazul
n=2h+ 1 avem doud conditii

VoVt =C @ VE'VT =E.

(Nu vom preciza semnificatia matricelor nesingulate E' si C, deoarece nu
vom avea explicit nevoie de ele). Dacd nu normim versorii chiar la uaitate

(reald sau imaginard), atunci membrul al doilea al acestor relatii se mai
inmulteste cu numirul complex

u (v) = (— 1)* (@) (@0)* o (@)t = (— D} o).

Teorema. Dererminantul matricei corespunzdtoare unui spinor care se
veduce la un vector este o putere a pdtratului spinorial al acelus wvector.
Demonstragie. Din relajiile

. VE' VT=u'(WE' pentru n=2h
s
VCVT ==y (v)C; VE VT =u'(v)E pentru n =2h+1
rezulté
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VE=[{~1)*uiv)]" ={u()]" cu m=2"
deci

Vi< [u )" = {(@,)* (@)"... (@) "
Daci versorul v se reduce la un vector: v=a, atuncli vom avea:

A1 . e etd 0 . 0 0
V= (a%)*" . Pe baza definitiei date mai inainte, norma unui versor
v va fi

vl = VIPFE = () = (@)t (@t o ()2,

ceea ce nu este altceva decit norma spinoriald, definiti de autorii amintiti
mai sus, in cazul unui corp de bazi oarecare.

Este interesant de observat cid daci v =a, atunci norma lui este
m m

al = [TVt = |'a® = (a)2.

Vom mai cerceta cazul particular al spatiului R, cu algebra spinoriali
C,. Un spinor din C, se scrie

Trecind la baza 1, 4, j, £ obtinem cuaternionii complecsi:
® ="+ o it 9% i+ ¥k
Matricea corespunzitoare primei forme este
M =('?"+ It ol iy )
v Ql _+_ "(Pﬂ ?0 — I‘(Plﬂ
cu determinantul
(Ml = (59 + (92 — (9')7 —~ (242,
iar matricea corespunzitoare formei a doua este

M' s ((PD — lfp:}’ ].(PI’ "l (?2,
Polipl — ¥ o +ig¥
cu determinant

M, = (%% + (%) + (V)2 + (9%)2.
Norma lui o este deci ||gl = | [M_? = {M_ si, dupa cum se vede, ea
coincide cu norma cunoscutd a unui cuaternion complex. Daci componen-

tele lui o sint numere reale, obtinem cuaternionii reali yi norma lor
cunoscuti.
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' 1 ele CZENT ului &
\iatricele multidimensionale dau si ele o r?prczemdre a grup
al spinorilor; de aceea ne vom ocupa acum cu €le. L .
Fi= 4,4 A, p matrice de ordin m. Intr-o lucrare .'.n_ldqc ! a‘le,
1 forr;mt ‘c’:u _z’aiu’toru] lor o clasi speciali de matrice multidimensionale,
an

in felul urmator:
-y # ko b
(q’w _r) _ (“:- azc . a:.r) ,
lI !-_- ,_.Ir\, (.:\:I 5

unde 1 gy ip Ky gy lop = 1,2, 5 dect o_bt,melzil g.n-)!’ m;;zw zxgu?;:rlt‘}mgei

e le asezim in punctele intre2i ale unui cub e_‘.lmen uigy 2. ucres
cg; amin}ité am definit produsul acestor matrice 1 am ardtat ca dz;camatri_
inatrice generalizate multidimensio_naée -*Bgl 5 ;;nt czllirlen giescggct:r: e mat s
by bidimiqns;og al;qA 113’/12,;1";:“ }i-\mg :tlefz 1’mt’ ';;‘rjodusul lui & cu un _scalar
prgg;l;:lii n;atriicjea uunizt;t.e’ gpeneralizuté ca fiind dati de matricea Zﬁdlmez-
Eironalé unitate de ordin m luata de p ori. cl va g;\ires: mv;rsldacé A, A A
sint pesingulare, iar 7' se obrine dm.A: s Ay s - L

Defnitie. Fie determinantul matricei generalizate numdri

A = {4, |Ad... 4"

3 A& este egal usul deter-
Teorernd. Determinamnl produsulut A este egal cu prod
wminanjilor. )
Demonstrapie. Intr-adevir, avem
C}st‘ = ( Al B| AE Bzi 600 ‘A‘; BPI:IH —
(A4, Ay AN (BB By)" = &
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i init sin® asemiandto: prietitile
Proprietatile determinantului definit sin asemdnitoare cu proprietat
determinaniilor bidimensionali. Acestea sint:



218. AGNETA VESCAN G

1. 4 are (m!)® termeni.

2. Daci schimbim intre ei indicii 7, cu &, (toti sau pumai o parte din
ei), atunci in determinangii A; se schimbd liniile cu coloanele, iar deter-
minantul |d] nu se schimba.

3. |8 =0 dacd si numai daca unul sau mai multi determinangi A4
sint nuli. i

Dim alte citeva proprietati ale lui Q| fird a intra In amanunte de
demonstragii :

4, Daci e'ementele unei fete de dimensiune 2p — 1 sint nule, atunci
|@] = 0, dar daci o fatd de dimensiune mai mica decit 2p — 1 este formata
numai din 0, atunci |&! poate fi zero sau diferit de zero.

5, Dacd in matricea d elementele unei fete de dimensiune 2p — 1
sint egale cu elementele corespunzitoare de pe o altd fatd 2p — 1 dimen-
sionald, atunci |&| = 0; dar, daci dimensiunea fetelor este mal micd decit
2p — 1, atunci |cl] poate fi zero sau diferit de zero.

6. Dacd in matricea & elementele unei fete sint inmulgite cu o con-
stantd ¢, atunci |4} se inmulieste sau cu ¢” sau cu ¢™.

7. Daci intr-o fatd de dimensiune 2p — 1 toate clementele sint com-
bmapi_hmare ale elementelor corespunzitoare din alte fete de aceeagi
dimensiune $i din aceeasi directie, atunci (4| =0,

 Putem si mai definim complemenpi algebrici s s dezvoltdim deter-
minantul matricei & cu ajutorul lor. Stm ca

|} = (44| |4,

M i1 A_Il m in AJ’2 m . N "
=3 alt Al " a’dr.. 5" ardr
2yt 20 a ar A ) 5

i H i
et R e R O

. |Api)m .

unde f' sint complementii algebrici din matricea 4,. Avem
(&}

) oam
) _-( a' A 2 A . ait A
N = it it (e ('

rip =
" . . . . AT
=( SN an g A4 A
[y ATV S O U T
si putem scrie

6] = (Ml 1ol [t 35 e gt
! ) / ipfa iy T i_{...ip'
1 ,...,Jp"l

Definitie. Complementul algebric al elementului o * " *¢ este prin
-~ LT ar B
definitie o

Al ‘?2---’.::; = (|4 |4af ... [dpl)"—1 A% A% 4P

. W't @t @'
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Teorema. [nversul matricei generalizate <\, dacd exisid, este egal cu

1
A-1=—a=,
|4l
Demonstragie. Avem
(=1, {~1) [—1
a-t=| &'t a*.. ar| =
(”H (2)!; P’p
gk gt
m't @ e)'r
(Al 14 14,

Al'l 19 .. ip)
( ky koo By

S S " U v ) - -
(A, || Ag] 1A, @ 0% (4| Al 1Ay )
6[—1=Lc1*.

E

Observim ci ¢l va avea invers dacd |20, condijie asemdndroare
celei cunoscute in cazul unei matrice bidimensionale. Vom spune cd ¢l este
singular dacd |d|=0.

fn cazul particular cind 4, =4, =..= 4, = 4, adici matricea gene-
ralizati @ este datd de aceeasi matrice Juati de p ori, vom mai putea con-
strui 0 reprezentare a grupului spinorilor G din algebra Ch.

Teoremi. Pentru n =2k grupul spinorilor inversabili G este izomorf,
iar pentru n=2h+ 1 este homomorf, cu un grup multiplicativ de marrice
multidimensionale.

Demonstrajie. Fie » un spinor din G s fie M, matricea corespun-
zitoare. Si formim cu ajutorul matricei M o matrice multidimensionali -

- ky gk By kb k
M, = (a;} S .P)= (a.‘ a?... a.f’) ,
1 12 ety t] iz te

unde a:-' sint elementele matricei M$.

Corespondenga astfel stabilitd intre grupul de matrice Mg si mulgimea
de matrice multidimensionale, {§}.z¢, este un izomorfism, deoarece evident
este o aplicatie bijectivi. Trebuie si ardtim cd ea pastreazi produsul. $tim
insi ci produsul 9%, M, este dat de produsul M, M, luat de p ori.

Consecingd. Aplicatia compusi: ¢ — M, -, pentru n=2h este tot
un izomorfism, iar pentru » =2k 41 un homoemorfism.

Observayii: 1. Matricea 9N, este mesingulard,

2. Matricele M, astfel obtinute intervin la transformarea liniard a

spintensorilor din spatiul spinorial S, §i anume:
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"
deci M, corespund operatorilor liniari inversabili din spagiuj liniar al spin-
tensorilor de p ori contravariangi (intr-o bazi dati).

Revenim, din nou, la norma unui spinor » din G. Am avur

ol =M, 2, dar 1A = |M,|#
de unde
|M,[ = |a] e,
deci norma lui 7 poate fi definitd gi ca fiind egald cu
o|| = fet|2em,
In cazul subgrupului versorilor norma va fi
w(v) = [ e,

Observajie. Numirul |d|¥»" poate constitui norma matricei multidi-
mensionale ¢,
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LA NORME DANS LE GROUPE COMPLET DES SPINEURS
Resume

Dans un espace vectoriel euclidien de dimension #, R,, soit C, Pal-
gebre des spineurs., Cette algebre est aussi un espace vectoriel S, qui

s’appelle espace spinoriel. Pour # = 24, C, est isomorphe et pour 7=24+1
homomorphe avec une algébre compléte de matrices d’ordre 27, M, qui

représente (dans une base donnée) les applications linéaires de Pespace
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spinoriel S,,. L’image du groupe G des spineurs inversables est le groupe

multiplicatif 44, des matrices réguliere )
Soir, par définition, la norme d’un spineur o € G le nombre complexe

oML ® avee - 2 ' '
" 'Nous démontrons que la norme des spineurs est un homomrphisme
du groupe (G dans le groupe multiplicatif C* = € — {0} du corps complexe.
Dans le cas du sous-groupe des spineurs, qui sont’les p-rod_uxts spino-
riels des vecreurs ( ommés verseurs) la définition dyonnee comc1dq avec }e}
Jéfinition de la norme spinorielle donnée par M. Kreser et J. Dieudonné
et généralisée par H. Zassenhaus pour un corps Qe base arbltr’eure. )
Fnsuite nous donnons la définition du déterminant _d une matrice
généralisée et nous cherchons les propriétés de celui-ci. knfin, nous expri-
rranons la norme d’un spineur a Paide des déterminants d’une clase spécialle

des matrices généralisées.



