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This being said, we have
(&) = el Ne) = o 8= |
a b b @ a b
On the other hand., we get '
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QUELQUES REMARQUES SUR L'ESPACE FIBRE
TANGENT D'UNE VARIETE COSYMPLECTIQUL

PAR

DN + (V)5 = BN,
b a a b ¢
. . ! s
for anv evclie permutation Sa. b, et oof {1, 2, f?,.l 0 -
‘the ] N : 208 s le ariant,
From the consiruction (W, Z0q) « = 1.2, 3, 18 et v
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Les structures cosvmplectiques ont ¢t considérées par P Liber-
mann [7], A, Lichnerowicsz |8, G. Receb [111 ¢t C. Barros
[1]. Au sens des structures presque de conlact. elles ont été étudides par
Do Blair |2]. 8. Goldberg ¢t K. Yano |53 K. Ogiue {10] ct
dautres. Les connexions compatibles aux structures cosvmiplectiques ont
ét¢ détérminées par R Miron et V. Oprotu [9].

1. Soit une variété différentiables 1} a 2n - 1 dimensions. Si le groupe
structirel de espace Gibré tangent TM de la varidt¢ M oest réductible au
groupe ()< 1 vn dit que la variété M est presque de contact (au sens
de Sasalki [13]). Sur une variété presque de contact il existe un champ de
tenscurs o de type (1. 1), un champ de vecteurs £ ct une 1-forme 4 tels que

b=

5 - MARILOR ) o ) )
ASUPRA ®-TRANSFOR » P MR Y @ 2, () 1,
| pz= 0, e = 0.

Rezumat

In §1 se dau uncle definitii i rezultate l'cg'ci‘itqm'c\’h}’stlruc:llll;l'llcglgl‘oil
cocomplexid si respectiv aproape cocuaternionici. In § 2 s¢ s'a.'x te'tc §
anumita submultime a tuturor @-transformirilor peste o \'anc a‘tﬁ
pacti aproape cocomplexa M1 este un grup Lie s1 (le.fn"o inurrlnm
multime a tuturor (. @) - transforminilor  peste o varietate comp

Nous pouvons trouver d'unce manitre naturelle une métrique de
Riemann sur M telle que

(12) AN V) = 2oX, o¥) = () n(Y).  X. ¥V ess(M).

ol 25( M) est le module des champs de vecteurs de la variété M. Mlors, on

—_

P ) ‘
1 L o . e N . ;
aproape cocuaternionica Mt este un grup ‘L].(. lnnummalc,.ttuto
i UG 21— 2] si i 24,8 formeazdi vespectiv gru
fismele fui M5, p.21—2] si ale 1ot M5 pectlv T
i in Ao ic cu kn o+ 3 dimensiunn adm
Lic (§3). In  §F sc arald ca un grup Lic eu In 3o dimens

') Les varictes différentiables envisagees seront toujours supposees de classe C®, ainsi
structura aproape  cocuaternionica invarianti la stinga.

que los jenseurs introduits sur elles.

15 — Malvimalica
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i W oest une varicté métrique presque de contaet ¢l nons li notans Proposition 2.5, [es ehen s e Jensenrs w2 A gy vérfient lew
i q;}('( X EC:’ 1 1) ‘ ’ (o priéiés swivantes
ar M. ¢ N 5 . . . ale de Lo varidps
; O définit une 2-forme @, nomuée la forme fondamentale de L variéeg (o) [ 4qr s 3 v @ %,

= ar la formule suivante
Mg, 5, 0. 4). pan la J () =) = W) = wME =0

, i s . & ) LA i 1A= 1A= £

1.3) DY) = g, oF), v, ¥V emM]) {2.1)
( e 2 L L ’J'E — h;h = () f"jk v .fll,.k =0

Une varicté  presque (.(_,_g,.\-“;lglc(_:ll(lll(: estoune varwte  metrique de T i

contact on la forme fondametale @ et la forme de contact v sont ferniées,
HYe : 5

{1.4) dd = 0. A Démonstration. Les propridtés (2.1) découlent immcdiatement. des
labions (1.1) ot (1.8).

Avee MM, S Goldbery ¢l K. Yano
pace tangent 7 dlune variété presque cosvimplectique W possede une
[rstracture (ho 20 20 w0 ph) A vepires complémentaires. On sait qgue la
varidté T posstde une métrique naturelle ¢ [12] telle que

e
Nous disons que la varié¢té presque de contact M est nonale sinous avons

(1.5) N, b dq@E=0,

olt N.. oot le tenseur de Nijenhuis de . 5i la \';p‘iél‘(@ presaue cosymplectiques
M est normale, clle est nonnnée cosymplectigue. ' e

Nous designons par 7'4(:"1’) ’lcsp\acc 'tilligCIliiwill\It. I)’;]‘I;]‘{il'l‘l‘:;:,-‘wé ﬁbr{é
Pespace [ibré tangent de la varicte M4 ])I‘()']C("'tltlll a?G L 13:11;)]&‘1“0!1
tangent de la variétd TM. Soit ¢ une connexion hu.t "l- . llvl I[}] atior
de connexion, K : TTM = TM. qui cst définic par Ia form

3] nous dirons que es-

(22) Gl B) = glmpd 7 B)ow + dKA KB)or, .1, Bes(TI),

ol Tapplication de connexion K est associce d la connexion Ricmannienne

v otk lawidtrique o

(1.6) KY (X)=V_ Y v\, e M Y e st(M) Proposition 2.2. La f-structure (2 200 P 'l ety de la saridld T
A LA it LA ¥

. S extoune stricchiore mélrigite. o esi-d-dire
on Y, est la différenticlle du champ de vecteurs b “(:011.‘:;'1(]101'{:? 5?:::“:;;:2?

section du fibré TM. Le lift vertical X" ¢t lc lift ‘hozll‘?i(;n al . L o dle'
de vectewrs X sonk deux champs de veeteurs sur UM qui sont dc

|
maniére que :

(2.3) G BY = Gt A, " B) L i () 4 (B) < 4. 1) ¢h(13).

Dénnstration. On sait que le lift vertical et e 1ift horizontal  définis-
sent sur la variét¢ M denx distributions complémentaires. 11 résulte que
nous avons les cas  suivants :

a) o = A7, B =y
Diapres des formudes (2.2). (1.7) ¢t (1.8) il résul

He

T, N = 0, X = X,

= T X' =X KX: = 0.

i
B H .o 3

Si f est unc fonction sur M, f* = fox est une fonction sur T nomme

le lift vertical de la fonction f. | o |
Enfin, pour finir cette section, nous clonnon:; qll.:c:lqu_c?t }O}nﬁjli;ﬂidﬁol
. : ¥ r Al 2

20Tl ' : . champs de tenseurs de la varicte 1.
théorie du prolongement des chamy
nécessaires par la suite.

'ch(‘\’r) — T‘h(Xh) s 05

2N V) = goX. oV) - 7(X) 1(V), X Yewm).
by f = X' B = Y" (e eas ost analogue au premier cas,
¢) A4 =X B =¥*" Ce cas est trivial.
Théoréme 2.3. Svit M(/, z, 7, d) nene
la fstructure (4, E, 2h, ot

caridlé cosymplectique.  Alors
) de la varidte TM est normale,

Démonstration. Dans le cas cosymplectique go =0 et vy = 0. par
GH X?) = (X oM X" = (eX)". conscquent nous  avons N = (NY dg = (da)' et der = (=) 1Yautre

ir [16] part la structure cosymplectique est normale ot alors nous AVONs -'\";k AL
‘our d’autres propriétés voir [16]. o gl e cosy
T o P‘"’.I(){’ l’etspacc fibré tangent 7'M de la varicté pres Td @ A @ =0,
2. Nous considérons suv les ¢ tang

Ee &
4

neCurs of kv ek
Ssymplectique My, &, 0. g) les champs de tenseurs g% <7 EX o,

(1.8) 1 XP) = M X)) = Xy,  vXeBM)

Le lemme suivant est bien connu,
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Lemme 2.5, [+ Powr toute paire de champs de wveclewrs Xoct Y syr
M. on a
= J X4 Vi =X, ¥

K[X" Y, = R(X, Y)Z,

l‘\'.-, }hjj == (},
2.4 -
GH v = ey

o R est la curbure associce @ §.
Nous désignons par (b la torme fondamentale de la f~structure de TM
telle quce: N
(2.5) G, B) = G(4. »"B).
= ? y I S efritefapye {of E0 ‘:la-i'.},(v
Théoréme 2.5. La forme fondamentate © de la f-structure (", 20 20 7%, 4 G)
sur la mﬁ:':'l;zn}'.u est fermée si et seudement si M est localement cuclidienne,
Démonstration. On connait. la formule,
3B 1. B.C) = AG(B, C) + BO(C, ) -+ C(A. B) —
(.1, B], C) — OB, €], A) - O([C, A], B).
Compte tenu de (2.3) on obtient:
3d B(A, B. C) = AG(B, $*C) 4 BG(C, ") + CGiAA, i) —
— G4, B 2"C) - G B. €, o) — G({C, A}, o' B},
Dans lc eas . = X%, B = Y ct C =27 la velation (2.7) cst banale. Mainte

1 [ — Vv (. Ltient:
: as » == 7* on obtient:
nant, nous considérons le cas . = N, B=Y" ( VAN

3AD(X". V' Z8) = ZHGI (1)) + GUEYY (X)) - GUYAN (0X)7)

L2

(2.6)

(2.7)

(2.8) = Za(N, o¥) | 4TV, 0N) — dTN, 1),

La formule suivante est bien connue
ZilX.Y) = g(gX. V4 o8lY, S} ]

et dans notre cas

(2.9) ZolX. 2Y) = g(VZX, oY) + gl.X: ‘gcpl ).

D’autre part V% = 0. donc nous avons:

ey — ovY.
7z Z

Alors, on a

(2.10) YX, VoY) = g(X, 99Y) = — (X, TV

compte tenu de {2.9) et (2.10), de la relation (2.8) on obtient
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AN YR L) — 0 v X Y. Z ea(M).
DD'une municre analogue on oblient :3(1(17(,\' YR —u(RY 4 UoX)y=u,

Remarque. La fostracture (b, 29, 20, g0 ok
sens de Blair [3).

3. Nous notons avee £ ¢t @ les distributions de la varicte T3/ i

LO) ostune C-strueture oo

sotth assoeices HITAY (‘]l?l!‘l*]!\ de tensenes I)I'(Jj('(_'[(‘lll'\ |:J ot T" iz} F
L o
; "
LA b B

SE L varicte Moest supposiée cosvmplectique, les distributions 1 ot
#osonb antégrales paree que Ta fstrocture associce sur 737 est normale [G].

Soit N une varidid intéorate de la distribmtions £ ¢t = N o 7MW
Iimmiersion. Nous désignons par o' Pendomorphisme induit par g% sur 'espace
tingent de la varidte N -

(3.1) Bt = o'BY,
ol B =<
Viors il résalte factlement que 2% est une strieture presque complexe sur

Coearidté NU Lametrigue 60 induit sur 1o variété N e mérique F par Ia
[armmle subvante

X e B(N)

¥

{1.2) (X Y) = G(BN. BY).
Conple tenn des formules (3.2). (2.3) et (2.1)
GV MY) = GBI Y. Be'Y) = Glo"BX . 7 BY') —
(ih.:5) GIBN. BY) — (BX)7/(BY) — £/(BX) +"(BY)
- (G(BY. BY) = G(XN. VY.

don o métrigque 6 est Hermitienne,

Dans o suaites Ia connexton Riemanienne de Iy métrigque & est e
sivne par ¢ et la connexion induite sur N par §¢*.

Les dquations Gauss s Cerivent

B(3.1) Y BY = BUY + (N, V)2 4 K(X, 1) -
X

Hy

ol /i et A sont les tenseurs fondamentaux. Alors, nous avons

VHgY — BY9HY 4 (X, oY) & L K(X, o'Y) £t =
ity X

BIVa") ¥ + Bo'(VF) & WX, ¢'V)2r - R(X, 0PV ) 5.
X X
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(3.6)

Des dqualions (3.3) b (3.6) on oblien

Notis avons e

dimension 2n - 1,
mentadres intédrables £ el M. de dimension In el 2. Les varidlés mitdgrales deg
distributions £ sont Kghleviennes cf tolalement géoddsiques.

10.
11.

13.
14.
15.

165,

. de Barros, C. — Sur la géoméerie différentiell: des formes différenticlles extirieures
. Blair, D, — The theory of gquassi-Sasakian siructures, ).

. Dombrowski, I’
. Goldberg, S., K.Yano — luegrability of almost cosvmplectic spructures. Pacific Jo of
3, Isihara, 8. K Yaneo
. Libermann, P.
, Lichnerowics, A.

. Miron, R, Oproiu, V.— Connexions computtblis aux siructures presque cosymplectiques

. Susaki, S. — Oun the differential geomerry of tangent bundles of Riemannian manifol

Compte tenu de \::p" -0 ¢l des relations (2.1} on oo

VHY — VPBY — ¢'WBY =2 B VY.
N hyx X ~

¥
vl 0. I R b=
X

Théoréme 3.1, Soit wne varidd cosym pleclique localement enelidienne de
Heors. Ues puce fangent T posséde deny distribadions com plé-
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OBSERVATI! ASUPRA SPATIULUI FIBRAT TANGENT
AL UNEI VARIETATI COSIMPLECTICE

Rezumar

O varietate cosymplecticd esle o varietate aproape de contact nor-
mali avined forma de contact st forma fundamentali inchise |2). Utilizind
teoria prelungirii chimpurilor de tensori (lital orizental) la \]):llil.llrr“)l‘ill tan-
uent se constraieste o fstructurdt cu repere complementare in sensul hai K.
Yano pe vavielatea T a fibvatulni tangent. Aceasta fostruetura este nor-
mald, metrich in raport en metriea naturala a loi T3 sf are forma funda-
mentala inehisa. Se arata ea subvarictatile inteerale ale distributici de codi-
wienstune doi sint Kihleriene. '



