TOPOGENE ORDNUNGEN UND NACHBARSCHAFTSSTRUKTUREN
VON
PETER HAMBURG

(Craiova)

In den letzten zwei Jahrzehnten wurden wichtige Fortschritte gemacht,
um fiir drei grundlegende Zweige der allgemeinen Topologie : die Theorie
der topologischen, der uniformen und der Nachbarschaftsriume eine ge-
meinsame Methode und Terminolozie auszuarbeiten. Der Ubergang von
der einen Struktur zu der anderen war vorher etwas gekiinstelt. Der
Theorie der syntopogenen Riume gelang es eine natiirliche Synthese
aufzubauen, in der auch die Uberginge einfache Standardoperationen sind.
Herr A. Csaszar dbernimmt in {3] als Grundmethode fiir diese Theorie
eine der zahireichen Methoden der WNachbarschaftssirukturen, und zwar
die von Ju. M. Smirnov in [8] verwendete ,, « Relation, die, verall-
gemeinert, zum Begriff der topogenen Ordnung fithrte,

in der vorliegenden Arbeit wollen wir zeigen, dass diese Vereinheit-
lichung nicht nur mittels der topogenen Ordnungen moglich ist, sondern
sie kann auch mittels anderer, zur Bestimmung der Nachbarschaftsstruktur
verwendbaren Relationen gewihrleistet werden. Wir entwickeln hier diesen
Gedankengang fir Smirnov’s Nachbarschaftsrelation & (oder deren Negation
o), fir die Nachbarschaftsabbildung und den Kernoperator von
Banaschewski und Maranda [2].

Um den Zusammenhang zwischen den neuen und der urspriinglichen
< - Relation mic grosserer Genauigkeit abstufen zu konnen, werden wir
fiir die Relation < eine von denvon A.Csaszar eingefiihrien verschiedene
Axiomatisierung wihlen, die aber mit jener gleichwertg ist. In dem ersten
Teil untersuchen wir die Abhingigkeit, bzw. die Unabhingigkeit dieser

Axiome. Es zeigt sich, dass die in der Literatur gebriuchlichen Axiomsys-
teme fiir Nachbarschaftsstrukturen abhinzig sind, Wir fiihren ein neues Axiom
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ein, das fiir Nachbarschaftsordnungen, deren Dichte und Symmetrie sichert.
Im zweiten Teil ordnen wir jeder < -Relation ecineindeutig eine . - Re-
lation und eine Abbildung . zu. Diese Zuordnung ermoglicht eine dqui-
valente Ubersetzung jedes Axioms in der neuen Terminologie. Ausserdem
sind einige in der Literatur 6fter auftretende Axiome in das hier erérterte
System eingeschaltet. Im dritten Teil beschifrigen wir uns mit dem mit 3
bezeichneten Kernoperator. Eigentlich konnte man diesen auch auf den
allgemeinen Fall ausdehnen, jedoch scheint es uns natiirlicher ihn nur
unter solchen Bedingungen in Betracht zu nehmen unter denen dessen
Einschrankung ¥’ auf F (X) nur Werte sus F(X} annimmt. In [2] wird
gezeigt, dass es so geschieht mit den Nachbarschaftsstrukturen. Unsere
Ergebnisse (die Sdtze 22—24) zeigen, dass dies auch fiir viel allgemeinere
Ordnungen wahr ist, und zwar schon wenn < eine {}-topogene Ordnung
ist. Wir finden eine eineindeutige Zuordnung zwischen diesen Ordnungen
und den Abbildungen Y':F(X)-—> F(X) die vier gegcbenen Axiomen
geniigen. Jedem zusitzlichen Axiom [<] entspricht je cine Bedingung (=1

Die Axiome [<;]. Es Sei X eine Menge. Sind 4 und B disjunki,
so schreiben wir A4 . B. Fiir AP (X) und B C P (X) heisst A+ B, dass es
ein A¢ A und ein B e B gibt mit 4« B. Wenn A¢ P (X), dann bezeichnet
A die Menge {Be P (X): ACB}. Eine topogene Ordnung ist bekanntlich
eine besondere binire Relation <7 in P(X). Wir betrachten ein nicht-leeres
Element < aus B = P[B(X) x P(X)] und schreiben anstatt (4, B) ¢ < auch
A< B und anstatt 4 < B&B < C auch 4 <B<{C. Wir unterwerfen
< folgenden Bedingungen:

(<] v ©YU< 4

AcPBx)
(<] v A< X

AP
[<.] A<B = ACB.
[<GIB<<CCD = B < D,
[<;14CB<C = A<C,
[<,JA<B &4< B, =A<BNB,
[<]14,<B&A4,<B —d4.U4,<B,
[‘<;]ly[A<B,. = A< N{B,iels,
[<:‘],¥;A"<B = U{4:iel}< B,

[<,]A< B >X-B<X— A4,
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{<ld<B= 3 A< C<B.
cePx)

[ <;] wird irgendeine der obigen Bedingungen bezeichnen, ungeachtet
davon ob es bestrichelt ist oder nicht. Die Eigenschaften [<'] und [<]]
heissen komplementiar. Wenn die Relation < der Bedingung [ <] geniigt,
so erfiillt <* = {{4,B)e P(X) X P(X): X—-B< X — 4} das Axiom [ <]].
Die gegebenen Axiome sind nicht alle unabhingig. Sind [ <;] und

[ <. ] miteinander gleichwertig in der Anwesenheit des Axioms { <.}, also
wenn

[<il& [ ]E= <) & <]
dann hat [ <¢;] die Rolle eines Katalysators und wir schreiben

[ <de=[<) (Kat[ <i1).

Mittels dieser Bezeichnung kbnnen wir vorerst leicht feststellen, dass
1. Satz. Zwischen den Axiomen [<.,] bestehen folgende Beziehungen:

a) [<]1=[<]]

b) [<;]1 (<

o [< ][] (Kat [ <,])
d) [ le==[<)] (Kat[<])
e) [< 1= (<] (Kat[<;])

Weniger offensichtlich ist die folgende Behauptung:

2, Satz. st < € P micht-leer, so folgt aus [ <],| <{I,[<;] und
[ <] die Bedingung (<)

Beweis. Da < nicht-leer ist, gibt es U, Ve B1X) mit U<V, aus
VC X folzr nach [ < ],dass U< X ist und nach [ <] givt esein We¢ P(X)
fiir das U< W <<V erfillt ist. Daraus folgt nach [<;]X - W<X—U.
Aber W < X und aus [<]] folgt X < X, also auch ¢ < @, und endlich
@ <A fiir jedes A P(X), da g A ist. %

Die in den vorigen Sitzen enthaltenen und die daraus ableitbaren
Beziehungen erschopfen aile Beziehungen zwischen den gegebenen Axiomen
[ <i]. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes:

3. Satz. Die folgenden Axiomsysteme sind unabhingig:

(a) {[<.k [<3) D] (<) [<o1 0

(b) {[<h [<.) [<i) [<6) (<)),
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) (1<) [<,b [ I<<6) <

) 0-50 [<i) [<GhL I<L [<3) [ [0 T<6li
(e} {[=<;1 [=.} [<h [0 [<s)is

() (L=<, [=3) [<yh [0

Tauscht man irgendwelches dieser Axiome mit seinem Komplemenrdr aus, oder
[« ;] mit [ <[] oder auch [ <(] miu [ ), so bleibr das System unabhingig.
Aus [ <) baw. [ =] folgt [<<;) bzw. [ <] auch in Gegenwarr aller anderen
Axiome nicht. (Fur [<_] sieche den Satz 4).

Der Beweis folgt aus folgenden Beispielen.

Wir Bezeichnen mit X = {a,b}; X, =1ta,b,¢;; A= {a}; B=1{b};
C={c}; A =1{bc}; B, =1a,c}; C, = {a,b) und fiithren folgende Rela-
tionen in P (X) ein:

<i={(4, 4), (B,B)}
<= P(X) XP(X)
<s ={ZIXP XU PX) X {XIU (4, 4)}
<a={(@,4), (¢,B), (@,X), (4,X), (B,X}, (4,4), (B,8)}
<= {(g,X), (4, X), (B, X), (X,X)]
<s={(2,X)].
In P(X,) definieren wir
< = { @ IXP XY UB X)X U4, )]
<s= < U4, A}
<= {{U, V) e PX)XBX): UTVS = 1(G0), (GG
<= <U{(C,C)}
<= @ X PN UB(X) XX UL, B, (B, Ay o

Es sei nun X, eine unendliche Menge — zum Beispiel R —und &£ ein
U-vollstindiger, aber ) -unvollstindiger Unterverband von P (X.,) —z.B.
die Menge aller euklidisch offenen Mengen — und bestimmen <, durch

A<pB& 3L ACLCE.

Die folgende Tafel zeigt die von den gegebenen Relationen erfiillten ()
bzw. unerfiillten {—) Bedingungen:
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Csdszdr bentitzt neben [<[] und [ <] auch die folgenden Eigen-
schaften:
[<i] 4, <B4, <B,= A1ﬂA2< BlﬂB:a

[<P) 4, <B &4,<B,=A4 A, <BUB,
siehe [3] S. 29 (Q)). Man iberzeugt sich leicht, dass
[<ile==0< ) &[<] (Rar[ < })
[<Fle=[<] & <] (Katf <{]).

Siehe hierauf beziiglich auch {6], S. 645.

Die wichtigsten, durch Kombination der Bedingungen [<;] erhaltenen
Begriffe — siche auch [3] — sind die folgenden:

Eine nicht-leere binire Relation < aus P (X) heisst perfekz, wenn
sie [ <} erfille. Ist {<C ] baw. [< ]} erfilly, so ist < symmerrisch, bzw,
dicht. Eine halbropogene Ordnung ist durch [<], [<[}, [<,), [<3], [<3]
gekennzeichnet. Geniizt < ausserdem den Bedingungen [<((} und [<(]
so ist es eine topogene Ordnung. Eine perfekte und dichte topogene Ordoung

heisst eine topologische Ordnung, emne symmetrische und dichte topogene
Ordnung ist eine Nachbarschaftsordnung.

_Aus dem Satze 3 sieht man, dass alle obigen Definitionen bis um
die lerzte mit einem System unabhiingiger Axiome gegeben sind. Das ist
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nicht mehr wahr, wenn auch die Eigenschaft [<] verlangt wird. Bei der
Definition der Nachbarschaftsstrukiuren werden z. B. die Axiome [<T},

[<ib [<=.1, [ <} uberflissig, wie es der Satz 1 und 2 zeigt; ausserdem

kénnen die Bedingungen { <] und [ <] mit einer einzigen ersetzt werden :
4. Satz. Fine bindrve Relation < aus B(X) ist eine Nachbarschaftsord-

nung genaw dann, wenn sie nicht-leer ist und folgenden Bedingungen geniigt:

[, =), (%51 und
[~,] B<C-A=23A4,BeP(X):B<B -4 >4

Beweis. 1). Es sei < ene Nachbarschaftsordnung und B < C- A.
Dann st 4CX — C und nach [ <] fol2t X—C < X—B aus B<_C, also
da [-,] vorausgesctzt wurde, 4 < X —B. Wegen [<,] gibtesein 4" e P (X)
mit 4= A"~ X—B. Wenn wir X--A" mit B' bezeichnen, so ist A« B’
und wegen [<;), folgt aus X--B'< X—~B auh B<B'. Es ist also
B<B +A4 > A.

2). Wir nehmen jetzt an, dass die Relation < dic Bedingungen
[ <1, [<;) (<)} und [<,] erfillt und zeigen zuerst, dass auch [<4]
gilt:

a). Ist A< B, so folgt aus B-X —B nach [-<;], dass es zwel Mengen
A', B’ gibt mit A< 4'+B° > X—B, Dann ist BCX A und aus A<A’
folgt wegen [ <,] dass ACA' und X—A'CN—-A ist. Wir haben also
X-—B<BCX—Aunddannist X —B<X—A wegen [<,].

b). Im Besitze von [ <] folgt nach dem 1. Satze auch [<;] und
[ <,]- Es bleibt [ <] zu zeigen. Es sei dazu A< B. Wie auch bei a).
finden wir A, B € P(X) mit A4 8 > X—B, woraus nach [ <]
X--B' = B folgt. Andererseits ist A'"CX—B’ uad wegen [<)A'<B. Wir
haben damit 4 < 4’ < B erhalten.

Die Eigenschaften [<C|] und [ <[] folgen nun aus dem 2. bzw. L.
Satze.

Bemerkenswert ist dass bisher anscheinend noch in keiner Arbeit ein
unabhingiges Axiomsystem fiir die Nachbarschaftsordnungen verwendet
wurde - siehe z. B. 1], [3], {4], (8} [9].

Aus den Sitzen 3. und 4. folgt aber:

5. Satz. Die beiden folgenden Axiomsvsteme fiir Nachbarschaftsordnungen
sind unabhingig ;

(@) {1<,) [<gd (<) [<5) [<ebs
() (1<) [<5)s [<)) (<00

Die Relation p. Die Abbildung 5. In der Theorie der Nachbar-
schaftsriume gibt es ausser der Nachbarschaftsordnung < auch andere
Verfahren um die Nachbarschaftsstruktur zu bestimmen. Chronolozisch
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das erste war die Nachbarschaftsrelation 3 deren Negation wir mit p
bezeichnen. Noch in 1952 bewies Ju. M. Smirnov in [8], dass diese zwei
Methoden gleichwertig sind im Falle der Nachbarschaf tsstrukturen. Wir
werden zeigen, dass dizse Gleichwertigkeit auch im allgemeinsten Falle
stattfindet. Spater fiihrten B. Banaschewski und J. M. Maranda auch
andere Methoden ein, z. B. die Nachbarschaftsabbildung — siehe [2] — die
wir verallgemeinern wollen.

Fs sei Poo= [PV (X)) |B¥ Wir ordnen jeder Relation < EP eine
neue . €P und eine Abbildung o.é Py folgendermassen zu:

(p:<] Ag<B== A< X—B,

def
lo: <] 6o (A) &= [BeP(X): 4 < B}
def
Ist 6,,0:€ Py, so schreiben wir ¢,Co; Wenn o, (A)To, (A} fiir jedes

A e P(X)
6. Satz. Die Abbildung
o ist ein C-Isomorphismus zwischen P und T,
= 6. ist ein C-Isomorphismus zwischen B und B,z
Die inversen Abbildungen sind die folgende
[<:p] A<, Bi==AsX - B,
def

[<:6] A<sB==Beoc(d).
def

Beweis. 1). Ist < ¢ P,s0 gilt < = < ;< weil A<, B Ay X —
—B&==4<8.

Da < — 5. eine Involution ist, folgt gleich <o =p fiir jedes ¢ ¢ P.

2). Ist <€, so ist es leicht einzusehen, dass < = <{s_ und fir
jedes o€ Puyo= 6<s Ist. Die Isotomie beider Abbildungen ist auch
of fensichtlich.

Die Beziehung <, = << kénnen wir symbolisch mit [ < : cle[o:<]=
— Id ausdriicken. Analog ist {s:<<]o [ < :c]=Id, usw. Wir suchen jetzt
die Beziehungen [c:<]o[<:g] und [p:<]-= [<:e] Ist cePya s0
bezeichnen wir g, mit p,;ist €% so bezeichnen wir .. mit o.

7. Satz. Es gelien folgende Formel

la:p] o, (A) = {BeP(X): Ao X — B},
[6:6] Ap, Bi== X-—-Bea(4).

Aus Satz 6 folgt, dass jeder der Relation < angewendeten Bedingung
eine gleichwertige Bedingung fiir 5. baw. a. entspricht. Die fiir - ge-
gebenen Axiome wurden so gewihlt, dass die entsprechenden Axiome in
den Sprachen ¢ und « einfach seien:

(2]
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8. Satz. Die folgenden drei Sdtze sind gleichwertip ;
a). << €P erfiillt das Axiom [ <]

b}. p< erfiillt das Axiom |}

¢). o erfiillt das Axiom | oi].

Da ist,

le;] v @ed, [o] 6{@)}=P(X),
A8 P

(eil v deg, [6]] ¥V Xeo(d),
A2 Px APy

{e] ApB=4A4-B,
[eg] Be CDD = BpD, [0,]1DDCes(B) = Deo (B),

{e;} ACBe C=4pC, [o;}e(4,UA)Ca(A)N a(A4,),
[p;] ApB& A,pB= A UA,pB, [o;1B,,B,ec(d) =B ,NB,es(d),
Lor) deB, & 46B, 5 40B,UB,,  [o]]o(d,Ud)De(4,)Ne (d,),

[02] g (A)C Z:

{ps] =271 [os]Bea(d)= X—A€ea(X—B),
[pe]l AeB= 3 ApX-~-C&CpB, [o]Bec(d)= 3 Ceo(d),Bes(C),
csPux) csPix)
le:|BsCA~ 3 A:A, BB, [o1A4.c(B)oa(d)-c(B),
At s P
AUE = X.

e |Da lder Beweis fiir die meisten Axiome einfach ist, geben wir ihn nur
ur | <. |.

1). Ist | =;] erfillt und Bp. CDA, dann ist, wenn wir X - C mit
C’ bezeichnen B << C' - A. Es gibt dann A,, Bie P(X) mit B<B,» 4, > 4.
Es sei 4" =X - A, B=X—B,. Es gilt Ap. A, Bp<B und A'UB =
= X—(4,N B, =X.

2). Wenn wir [p.] voraussetzen und A -6, (B) ist, dann gibt es ein
Ceo, (B) mit 4+C. Aus [o:p] folgt Ba X—C, also, da X—~CD4 ist, aus
-1 auch die Existenz der Mengen A’, B¢ (X)) mit Adcd’, BeB', A'UB’
— X. Bezeichnen wir nun mit 4, = X—4', B, = X--B’, s0 erhalten wir
Ay B, Ao X — A4, also A,¢6,(A) und Bp X—B,, also B, ¢a, (B). Wir
haben s, (A4) -0, (B) bewiesen.

3). Es set nun [o,| wahr, und B <,C+A., Dann folgt aus [<:¢]
Cé€a{B). Es ist also A .5(B) und nach [s,] ist ¢ (A4)+5(B) d. h. es gibt
A €c(4), B e€a(B) mit 4"+B". Wenn wir noch einmal [<:s). beniitzen,
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erhatten wir 4 <=,4" und B<_B', d. h. <, erfiillt [<.]. Die Axiome
=], 1es] und [o;] sind gleichwertig.

Wenn wir die verschiedenern ¢ betreffenden Bedingungen vergleichen,
so kénnen wir feststellen, dass es cinen engen Zusammenhang zwischen
den Axiomen [o;] und [o]] gibt, sowie auch zwischen [5,} und [s]. Das
wird noch niiher erortert werden im Satze 10.

Der vorige Satz ermoglicht es die zwischen den Axiomen [ <]
sefundenen Beziehungen auf [¢:] und .| zu idbertragen.

0. Satz. Wenn man in den Sdtzen 1, 2, 3, 4 und 5 das Zeichen <
mit o oder o vertauscht, so bleiben die Behauptungen giiltig.

Fiir Nachbarschaftsstrukturen wird oft die Negation 8 von p ver-
wendet. < ist eine Nachbarschaftsordnung genau dann, wenn 3. die fol-
genden Bedingungen erfiille:

[3.] ABB= A4+ &,
[8]] A8B=B+ g,
[8:) ANB = 7 = 435,
{3,] B8CCD = B3D,
(8] 4 DBIC = A38C,
(5,1 48B,UB,=> A3B\/43B,,
[3]] A, UAIB=43BYA,B.
[55) 8= 81,
[8;] v (A3X—CVC3B)= A3B.
ez P
Wir setzen im folgenden voraus, dass 3 von der universellen Relation
verschieden ist.

Wegen [ 8,), sind die komplementiren Axiome gleichwertig, es gentigt
also [ 811, [3,], [8), [3,], [5;] und {§;] zu fordern. Man findet in der

Fachliteratur ausser diesen Bedingungen auch andere. Wir werden die aus
[E,] bzw. [Z] erhaltenen Bedingungen, wenn msn darin die Implikation
mit dem Aquivalenzzeichen bzw. die Inklusion mit dem Gleichheitszeichen
ersetzt mit [Z]] bzw [Z'*] bezeichnen (£ ist da <, p, & oder ).

10. Satz. Eine Relation < € erfiillt [ <) (bzwe. [<['|) genau dann,
wenn po, 8. bzw oo den emtsprechenden Bedingungen geniigl. Aunsserdem st

[:a 1 3 [E;‘l ("“)1 f:: |>

L2 & LaieE]
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Der Beweis ist offensichtlich.

Das Axiom [p;| kOnrnen wir mit einem etwas einfacheren ersetzen
(siehe {5])

[e;] A:B= 3 Apd' & BB &A'JB = X.

a8 s Pra

Der Zusammenhang zwischen diesen ist der folgende:
11. Satz. Fiir jedes € Pgilt

[e; 1= [p7) (Kat[ey], [og])-
Anstatt [3,] beniitzt man oft die folgende Bedingung:

[32] v {x}3{x}.

xEX

12, Satz. Fiir jedes ¢ P gilr
[82] = [8;]:
[3,]&[3;] (Kat [3;] & []]).

Aus len Sirzen 11 und i2 folgrt:
1)}, Sate. Die folgenden Axiomsystemen sind gleichwertig.

(g) T30 18,1, 08,0, 1371, (3,1, [
(h) (080 Loy d 18], 18,1, [8:1)

Das System (h) wird zur Bestimmung der Nachbarschafrsrelation
hdufig gebraucht — Siehe z. B. [7]. Aus dem Satze 10 und den Bemer-
kungen vor dem Satze 4, folgt dass diese beiden Systeme abhingig sind.
Wie auch fir die Nachbarschaftsordnung warde fir die Nachbarschafts-
relation, nach unserer Kenntniss noch ke unabhingiges Axiomsystem
gegeben.

14. Satz, Die folgenden unabhangigen Axiomsysteme sind mit (g) und
(b} gleichwertiy, und bestimmen also eine Nachbarschafisrelation :

(@’) 8T T3k 18,1 18,1 | 81,
(1) L 1931 131 (3,1

In beiden Fdllen kann man [8.) und [3;] mit einem einzigen Axiom:
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(8] v (A34"v B3B'V A'UB' = X) = AnB
A ne P
erselzen.

Obwohl der Unterschied zwischen [§;] and | 3% ] nicht zu scharf ist, sind
diese Bedingungen nicht gleichwertig. Das System (i) ist z. B. unabhingig,
aber {[3;], 18], [8,}, [3;]} ist es nicht. In (3], [4] und [9] wird, mit
uanwesentlichen Unterschieden, folzendes System zur Definition der
Nachbarschaftsrelation verwendet: {[3], [3;], [37), [8,], [87]}. Hier sind
[5;) und [3,} aus den anderen ableitbar.

15. Satz. Ist 5¢ P won der universellen Relation wverschieden, so folgen
aus 33, [3Y] und [87] die Axiome [8]], [3,].

Beweis. 1) Wir zeigen zuerst, dass aus A" DASBC B’ immer 4’38’ folgt.
st A DASBCH', so ist A4’ — A’, also nach [8]'] folgt daraus A4"B.
Wire 4" B’ nicht war, so gibe es nach {87} A", B".e4(X) so dass A" A",
B 3B und A" JB"” = X. Dann ist aber auch BpB” und wegen [3]
erhalten wir daraus A’ p B im Widerspruch mit A" 3§ B.

2} Es sei jetzt ANB = ¢. Wegen [8]) ist AD ¥} 8{x} CB, wen
ein Elemenr aus A B ist. Dannist aber wegen 1) A8B. D.h. ApB=>A - B.

3) Um [3,;] zu teweisen seizen wir B8A voraus und es seien 4’ und
B’ zwei willkiirliche Teilmengen von X. Wir zeigen, dass 434" v B3B" v
vV A'YB’ 5 X ist. Wire es nicht so, so hitten wir 4cA" & B:B &4’ B =
= X. Dann wire X —A'CB und BglB', also BsX—A"; adhnlich wire
AcX—A', da aus AeA’ A+ A" folgt, und dann wiirden wir BpA erhalten
im Widerspruch mit der Voraussetzung. Wir haben also A3A" v B3B" v
\VA'JB = X fir jedes A', B’ aus P(X). Dann folgt nach [87] A43B,
also ist 3 ==3"".

4). Es bleibt noch [8] zu beweisen. Wir haben 8P (X)X P(X)}
vorausgesetzt. Dann gibt es U, Ve P(X), fir welche UgV gilt. Aus
@ CU folgt @ pV. Wegen [8;] gibt es A, B e P(X) mit B4, VB
und A'YB = X. Dann ist B DX A, also VpX—A" undaus ¢ CVfolgt
? o X—A'. Daaber @A ist, erhalten wir nach [&)] dass @¢X. Da-

raus schliessen wir, dass fir jedes A4 ¢ P(X), da AC X ist @z A, erfillt ist.
Beziiglich der Abbildung o bemerken wir, dass das Axiom [o}] manche

Variante besitzt:
[ A,Cd, > a(d,)Co(d,),
[a3"] o (4, N4,)Da(d)) Us(4,),
[63°] (U4, :ief})CN{c(A):ied},
[63™*] 6 ({4 i€ I} )DULe(A) e,
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16. Satz. Die Bedingungen (o7}, [ail, [o;'], [sy7] wnd [5""} sind
gleichwerrig.

Wenn wir die Nachbarschaftsstrukturen mit Hilfe der Nachbarschafis-
abbildung einfithren wollen, so kann man aus dem in [2] gebrauchten
Axiomsystem

0) [5,; [o3]s Log)s Tolls [o.]s {5615
die Bedingung [s}] weglassen nach den Siitzen 1. und 9.
17. Satz. Folgende wnabhingige Axiomsysieme sind mir (j) gleichwertig,
bestimmen also efne Nachbarschaftsabbildung :
(a7) HCARS AR AR CA RN
k") {lol ey Tails [oghs Loglie
In beiden Fillen kann man [o5] und |[og} mit dem einzigen Axiom [a;]

ersetzen. . .
Der Operator Y'. Wir ordnen jetzt jedem < ¢ P eine neue Abbildung

Y. zu, und zwar Y<e[P(X)]P. Ist e P2X) so ist
¥ <] Yo (@) ={BeP(X): 3 A< B

a4z Y

E——

Man sieht gleich,

18. Satz. Fiir jedes < € P hat Y, = N die folgende Eigenschafi :

[Z) SUAie ) =U{E@):ied}

Wir werden die Menge aller Elemente von [$? (:Y)]q"““, die  [X,]
erfiillen mit P, bezeichnen, ¥, C Y, heisst, dass X, ()T, (W) ist fir
alle Ae P* (X).

19. Satz. Die Abbildune < — N . ist ein C-~ Isomorphismus zwischen P
und B,,,. Die tnverse Abbildung ist

[<:3] A<y Be== BeX ({A})
def

Die Behauptung folgt gleich, wenn man beachtet dass fiir jedes
= e

A<z Be=Bel ({4) &= A;{A}A < Bi==A<B
gilt und fiir jedes ¥ € P,,, und Ue P2 (X)

BeYepU=> 3 A<gBée= 3 BeX(id})
Ae FER|
= BEU{Y ({A4)):deUt == BeX (U4l Ael) =
BeZAU{A :Ae}) == Be XU
Der Zusammenhang mit ¢ und o ist:
20. Satz. Bezeichnet man mit Y, =Y, Y,=21X-

. oy =p<, und
Or = G, S0 gilt

N

a?
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[Xipl X (W ={BeP(X): 3 ApX— B,
49|

l6: 5] ApeB == X—Be¥ ({4}),
[o:X]  os(d) =X ({4}),
[Xraf  Zo(d) =Ulo(d): de U}

Wir konnten jetzt, in Analogie mit p und s auch hier die mit den
Bedingungen [<;] gleichwertigen Axiome [Y,] suchen. Jedoch sind diese
weniger naritrlich, wie jene dic fir p und ¢ gefunden wurden. Die Rolle
von Y ist dann bemerkenswert, wenn wir uns auf einen weniger umfas-
senden Fall beschrinken. Darum werden wir voraussetzen, dass < eine
N - ropogene Ordnung ist, d. h. die Bedingungen [, [<Ih [0 <<yl [<3)
[«<) erfillt. Man findet gleich, ‘

21, ratz. Wenn — eme halbtopogene Ordnung iiber X ist, dann ist
c<(d) genau dann ein Filter [fiir jedes AP (X) wenn | < erfiillt ist.

Es ist eigentlich hinreichend (und auch notig), dass die Axiome
[<]s [=4] L<<,) erfiillt werden sollen. In diesem Fall bildet ¢ die Menge
P(X) in die Menge F(X) aller Filter iiber X ab. Wir suchen jetzt ¥ so
zu bestimmen, dass es jeden Filter in einen Filter iibertrigt.

‘ 22. Satz. [st <= eine halbropogene Ordnung, so ist das Bild jedes
Filters diber X durch T genau dann ein Filter, wenn < die Bedingung [ <]
erfiillle. In d'esem Falle geht ein eigentlicher Filter in einen eigentlichen iiber.

Bewers. Ist [<,] nicht erfillt, dann gibt es 4, B,, B,¢ P(X) mit
A< By, A< B, und 4 < B,(|B;. Dann hat der Hauptfilter § =24 als
Bild kein Filter, weil B,, B,e X (&) jedoch B B,d Y. (]). Das iibrige
folgt gleich.

Die Menge F(X) bildet, wie bekannt, einen Verband beziiglich C.
Wir bezeichnen mit § A § (= KN H) die untere, mit K H die obere Grenze
zweler Elemente § und $ aus F({X). Es sei ¥’ die Restriktion von ¥ auf
F(X). Diese Abbildung — mit y bezeichnet — wurde in [2] unter der
Voraussetzung eingefiihrt, dase < eine Nachbarschaftsordnung ist.

23. Satz. Ist < eine -topogene Ordnung, so ist

[£:<] LM =(BeB(X): 3_K<B

ke K

cine Abbildung ' =Y won F(X) in F(X) mit folgenden Ligenschaften :
[5]  Z(K) =U{E (K:Ke &),
(X1 B (X)) =B (X),
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Der Beweis folgt aus den Definitionen. . _
24. Satz. Die Bedingung [T ist mit jeder der folgenden gleichwertig

[ fCH - Z(KICE (H),
(T3] XAV HDIE RV (H).

Die Abbildung 3 fiihrt in den Verband F(X) eine 1opoloegische
Struktur ein; sie ist eine Kernabbildung. _ -

Die in dem vorigen Satz gegebenen Bedingungen sind vollstindig im
folgenden Sinne: _ ) o '

25 Salz. Wenn eine Abbildung ¥':F (X)— F(X) die Bedingungen
(1, [E51, 1351, (8] enfiill, so ist die durch

[<:¥] A<y BeoBeX (4)

bestimmte Relation <y eine ) - topogene Ordnung und die Abbildung [ <:X']
ist die Umbkehrabbildung won [¥': <|; diese bezdg:_z’_smdg -Isomoyrphasmen. )
Beweis. Die Eigenschaft |<C) folgt aus [X], [<]} aus N efi das fiir

jedes §ie F(Y) statrfindet. <] folgt aus {X;] und [<;} [<)sind wahr, da
¥’ (A) ein Filter ist. Aus [¥;] leitet man [<] ab. Wir zeigen dass die
Abbildungen <— ¥ bzw. X' = <o bijektiv sind:

A<y Be=BeX (A} &= 2 K<B&e=>4<B

Kt A
und
K<,Be=A<gB&>BeZ (4)

A

o]
'4a)
i
M
t?
£
II
)
o]

Daraus folgt unter Beniitzung von [¥], dass fiir jeden Filter K€ F (X

N L) =L (K):Kef - UK Kef} =1 (8)

<y

Betreffend die anderen < - beziiglichen Axiome, konnen sie folgender-
massen durch ¥’ kennzeichnet werden:

26. Satz. Die -topogene Ordnung < erfiillt die Axiome [<} (<)
{<,] baw. [<;] genan dann, wenn Y. _den entsprechenden Bedingungen gentigt :

[£] E(RAS) DX (§) AL (H)

[L] AeX(X-8)=BeX (X—4
(X &EHE (&
] B «XR)=2X(®H) « X (R).

N
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ORDINI TOPOGENE $I STRUCTURI DE PROXIMITATE

Rezumat

Teoria spatiilor sintopogene e o sintezd a spatiilor topologice, de pro-
ximitate si a celor uniforme. Ca notiune fundamentald se foloseste cea 2
relatiei< de ,,vecinitate uniformd din teoria spatiilor de proximitate.

fn lucrare se arati ci ordinile topogene por fi definite §i prin alte
metode echivalente, de exemplu cu relafia ¢ de ,,depirtsre sau functia o
de ,proximitate®. Se aratd legitura dintre aceste metode §i evidenta biu-
nivoci dintre axiomele corespunzitoare. Se studiazd independenta acestor
axiome §i se constatd cd toate sistemele uzuale folosite in teoria spatitlor
de proximitate sint dependente.

Se dau sisteme independente §i o noud conditie privind <, ce inlocuieste
conditille de densitate si simetrie.

Despre ,operatorul regular de nucleu® al lui Banaschewski §i Maranda
se aratd cd el poate fi folosit la definirea ordinilor ()-topogene, si

defineste o structurd topologicd in mulyimea F(X), ce verifici anumite
conditii suplimentare, cind ordinea datd ¢ mai particulara.

- alatematicd



