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Din punct de vedere al generalitdtii, notiunea de proximal- continuitate
este sttuatd intre continuitatea simpld 3i cea uniformi. Pentru continuitatea
unei aplicatii / a unui spatiu topolozic in altul, s cunosc diferite criterii
exprimate in limbajul aderentei, vecindtdtilor, mul{imilor deschise, mulgi-
milor inchise, sirurilor convergente, filtrelor convergente erc.

Pentru unifora:a continuitate a unei aplicatii f a unui spatiu uniform
in altul, se cunosc de asemenea mai multe criterii: cu vecindtiti indiciate,
imprejurimi, acoperiri uniforme etc. Pind acum nu s-au elaborat insj
criterii de proximal-continuitate, de aceea primul scop al luecririi de fatd
este de a da criterii de acest fel.

Pe de altd parte studiul functiilor proximal-continue in spatii
metrice nici nu a fost inceput in literaturdi si nu se cunosc criterii de
proximal-continuitate inire spatii metrice. In partca a doua a acestui articol
ne ocupiim de astfel de criterii.

§ 1. Preliminarii. Definitia 1. (vezi [3]). O ordine de proximitate
pe o mulgime S este o ordine topogend <, adicd o relapie in 3(8), ce verificd
condipiile :

(<) 4<S, vACS,

(<)) A<<B= A CB8,

(<) AC A <B CB=>4<B,

(<)) Ai< B, i=124Ud,=B UB.sidN4.- B (B,

yioin plas este simeiricd si dens: adicd

<<
<
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(<) A<B=S—B<S§S—4,
(<g A<B=3CCS, A< C<B.
3 d

O familie e ordini topogene pe o multime S, care verificd proprietatile
de dirijare i idempotenid [3] este numitd de A. Csdszdr structurd sintopo-
gend pe S. O muliime S dotatd cu o ordine de proximitate se va numi
spapiu de proximitate. Spagiile de proximitate sint cazuri particufare de
spatii sintopogene. In teoria acestor spatii (vezi [3], pag. 102) s-a definit
notiunea de continuitate in felul urmétor:

Definitia 2. O aplicapre [ a spapinlui sintopogen [S,8] pe spajiul
sintopogen {S',8'] se numeste (8,8') continud dacd fiecdrei ordini topogene
<'€8' i se poate asocia o ordine topogend < €8 astfel incit dacd A <"B’,
atunct f~1AY < f1{(B'}).

In anumite conditii suplimentare impuse familiilor 3,5 obtinem
continuitatea uniformd i cea simpld (topologicd), deoarece atit spatiul
uniform cit si cel topologic sint cazuri particulare de spatii sintopogene.
Cind 8,8 sint formate din cite o singurd ordine topogend care este insd
si densd §i simetricd, definitia 2 ne conduce la notiunea de proximal-
continuitate.

In teoria spatiilor sintopogene a lui A. Csdszdr (3] se dau criterii
generale pentru $,8'-continuitate. Vom da in cele ce urmeazi citeva criterii
specifice proximal-continuitdtii.

Definitia proximal-continuitigii i citeva proprietditi ale functiilor
proximal continu: au fost date incid de Iu. Smirnov in 1952 [4]. (8-
continuitate). Spatiul de proximitate este definit de Smirnov cu ajutorul
unei relatii & de apropiere intre mulgimi, ce verificd citeva proprietdti bine
cunoscute, iar proximal-continuitatea este definitd astfel in [4].

Definitia 3. f: [S,8] =[S, 8] se numeste 3-comtinud dacd ASB
implicd f(A) 8" f(B).

A. Csiszar a demonstrat echivalenga definitiilor 2 si 3.

fn 1960 R. Banaschewski si J. Maranda [] au dat citeva defini-
tii echivalente cu cea a spatiilor de proximitate, luind ca bazd functia de
proximitate. Este destul de natural ca existind aceste cili echivalente de 2
defini o structuri de proximitate, si dim ecriterii de proximal-continuitate
pentru fiecare din aceste notiuni. Vom lua aici ca definilie de bazd a
spatiului de proximitate, cea care foloseste ordinea < de proximitate.

§. 2. Proximal-continuitate. Fie dat un spatiu de proximitare {S<].
Printr-o funciie de proximitate p:3(S)— F(S),(F(S) fiid mulyimea filtrelor
peste S) asociard ordinii < de proximitate, infelegem aplicafia p = pe defi-
nitd astfel: p(A)={XC S, 4 < X}, unde A€9(S).

Banaschewski si Maranda au gdsit axiomele pe care le verifici p pentru
a putea inversa acest procedeu §i a obtine o metodd de definire a spatiilor
de proximitate folosind p ca notiune de bazid. Se vede imediat ci < se
regiseste din p=p. astfel: 4 <B(= Bep(4).
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Vom da acum un criteriu de proximal-continuitate cu ajutorul acestui
operator p.

Teorema 1. f: S, <] =8, <'] este proximal-continud, dacd §i numai
dacd pemtru p=p., p'=p'., [lep' Cpof ', adicd pentru orice A'€2(S')
avem f~(p"(A))Cp(1=1(47)".

Demonstratie: 1) Fie f proximal-continui i A'CS’. S§ ardtim ci
£ (P (A))Cp [ T (A7), Fie Bef '(p'(d'). Existd awnci B'ep’(d'),f-*
(B’ = B. Din definitia lui p’'(A4’) rezultd 4" <’'B’ iar din proximal-continu-
itatea lui /, urmeazi f~!(A') < f~'(B'} =B, adicd Bep(f~'(4").

2) Fie f cu proprietatea din enunt si si demoastrdm proximal-conti=
nuitatea lui f.

Fie A’ <'B’, deci B'ep'(A’). Awunci f~UBYef-'(p’'(4’}) si din
ipotezd rezultd f~1(BYep(f 1(4')) adicd [ (d')<f~'(B') deci f este
proximal-continud.

O altid definitie echivalentd cu cea a ordinilor de proximitate foloseste
un operator : F(S)— F(8) ce verificd anumite axiome.

Fiind dat un spatiu de proximitate [S, <], asociem fiecirui filtru 4
un nou filtru <. a={BC §:3Aed; A< B} iar < se regiseste din y=v<
prin formula

A < B<=Bey[d)]

([A] este filtrul principal generat de A).

Teorema 2. f [S, <]=[8', <’] este proximal-continud atunci §i numai
atunc clz‘ru' pentru ¥ =Y<, = ey f oy C Yo fT (adicd pentru  orice
A eF(SLS M Y(@)) Trif~Ha)).

Demonstragia se face anolog celei din teorema 1.

Ulrima definitie a spatiilor de proximitate din [2] este datd cu aju-
torul filtrelor rotunde (denumire imprumuratd de la Kowalski}, adicd a unei
muilimi de filtre & C F(S) ce verificd anumite proprietiti:

. Fiind dat [S, <] avem O©.—{Xe¢F(S):yHeN,3H, e, H < H}, iar
fiind datd multimea ®. ordinea = este datd de

(1) A<= By]Hed,[A] DU si BeX,

Teorema 3. Aplicajia 1:[S, <]~ 8, <'] este proximal-continud atunci
cind contraimaginea unei baze de filtru rotund peste S’ este o bazd de filtru
rotund peste S.

Demonstratie: 1. Eie f proximal-continui, & o bazd de filtru
rotund peste S’ si Bef (&), Existd deci B'¢&', B =f '(B'). Atunci existd
A'€® astfel ¢i A'-"'B’. Din cauza proximal-continuitdtii lui f avem
fYAY=f ' (B)=B, si cum f '(4')ef (&), rezultd cd D este o bazd
de filtru rotund peste S.

*) Dacy &’ (C 9(8"), atunci f"‘(a’)—_{f"‘(A’) CAEA'),
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2) Presupunem ¢d f verificd proprictatea din enunt §i A'<'B
Construim mulgimea &' ={C'C §: 4’ "C"., Aceasta formg:azé un filtru
rotund peste §' si B'€@’. Notdm A=/ '(4").f ‘{a'_) va fi un filtru ro-
tund peste S, /' (B') ef7' (¢}, deoarece A, e/ ()} implicd existen{a unui
Ced cu A - f1(C) iar din A" -<'C’ rezuld A'CC g atunci ACA,.
Arunci 7 MA')</YB') dupd formula (1) deci [ este proximal-continua.

Vom da acum un criteriu de proximal-continuitate, folosind < -
- acoperirile introduse de E. Alfsen si ] Fcns‘tad in {1]. Pruur-o
=" -acoperire a spapiului de proximitate [S, <1 ingelegem o acoperire
Q={A;iiely a lui S, pentru care existd o alid acoperire = {B;el}
astfel cd Bi<<A.. _ ' .

Teorema 4. f este proximal conrmud exacl atunct cind contraimaginea
ovicirei < -acoperiri a hu S este o < -acoperire a lui 5.

Demonstragie. 1) Fie f proximal-continud, &'={d;":i€ [} o <l’ - aco-
perire a lui S §i &' = {B/:ief} acoperirea fui §’ astfel cd B/<'A4/. Se
constatd ugor cd f~'(Q') e o acoperire a lui S. Ea este o - - acoperire
cici din proximal-continuitatea lui f rezulid f 1(B/) < fUASy s &=
={f-Y(By):iel} este 0 < -acoperire a lui S.

2) Fre verificati conditia din enunysi A" <'B". Atun_ci "c'l"'- (B, & A}
este 0 < -acoperire a lui 8’ deoarece conform proprietdfii (<., existd
C' astfel ¢ci A< ’C'<'B’ si atunc) din (<) avem ¢d §' — 5 <"~S_"—— o
S'—A', deci & ={C, §—C’} verifici proprietare din ' definigia = E
acoperirii. Atunci f~*(&’) cu termenii f-'(B') si f s ._,A J=S8—f"4),
formeazi o < - acoperire a lui § deoarece f verifici proprietatea din
enunt. Existd atunci 4, <8—f '(4'),B, <_f“‘(.’,3’), cu AIIUAg—S. Deci
FUAY <S8 A, CB,<f B st atunct A =f1(B).

Din existenta acestui criteriu de proximal-continuitate se poate pre-
vedea ci un spatiu de proximitate poate fi definit s folosind ca notiune
de bazi < -acoperirile, meiodd neelaborata pind astizn De remarcar
faptul cd Smirnov care foloseste acoperirile la spetii uniforme nu a incer-
cat si le foloseascd la spatii de proximitate,

§ 3. Proximal-continuitatea in spatii metrice. lfunc';iiie unif orm-
continue inrre doud spatii meirice sint bine cunoscute si au fost studiate
mult inaintea definirii spatiilor uniforme in general. E de asteptat ca stu-
diul functiilor proximal-continue si aducd contribugi la cunoagterea na-
turii continuitatii Dificultatea apare de la bun incepur: nu se cunosc
criterii practice de proximal-continuitate intre doud spatii metrice.

d fiind o metricd pe multimea S, se defineste o ordine de proximi:
tate in S astfel: 4 <,B&>d(A4,5—B)>0. Daci [5,d],|5, 4] sint doud
spatii metrice si £S5 —8’, atnci transcriind proximal-continuitatea fui f
in limbaj de distante, rezultd cd [ este proximal-continud dacd s numai
dacd pentrn doud mulfimi A,B cu d{A,B) =0 aven d'(f(A),f{B))=0.
Dim acum douid alte criterii de proxi nal-continuitate.
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Teorema 5. fi[S,d] - {8",d') este proximal-conrinud, atunci § numai
atunci cind oricare av fi sirurile @y, Quyeei @ G0, 0oyl din S cu pro-
prietatza cd Mm d(a,,b,) =0, avem Jd'(j{4,),/(B\))=0 wunde A, ¢i B,

Lok -

sint mulpimile de valori ale celor doud sivuri.

Demonstragie. 1) Dacd f este proximal-continud se vede imediat cd
este indeplinitd proprietatea din enunt.

2) Daci f verificd proprietatea din enunt, sd demonstrdm continu-
itatea lui f. Fie 4,BC S, asifel cdl d(A,B)=0. Din definitia distantei
a doudi multimi, rezulta ci pentru 8 = /n, existd a, e A, 7 € B, cu d{ay,b,)<1/n.
Am construit astfel girurile a,,a., ... an..., b, by b, culim dia,. 5,)=0

A 1»%2s
"o

deci d' {f{A4),f(B)) =0 Dar 42DA,BDB,: prin urmnire aven i
d' (f(A), (fB)) =0 adicd f este proximal-continua.

Din acest criteriu se poate deduce cu usurintd urmérorul.

Teorema 6. [ este proximal-continud atunci §i numy atunci  cind
pentru orice pereche de §iruri @, @y ... @u... §t by, b, b, .. din S cu propri-
etatea im d (a,, b.)=0, existd cite un Subsir Gmy, mo .o Gy oee s Opyy bpy en b

e Upp oo
b ®

astfel cd lim d' (f lam,), fibs,)) = O.

Dar conditia lim d'(f (a,),f(d,)) = 0 care este evident suficientd, nu
o

se gtie dacd este necesari. Aceuasti problemi e In strinsd legdturd cu relatia
dintre continuitatea uniformi gi cea -proximali.

Fie date doud spapii de proximitate [S, =2} i [8', <] i = (=) res-
nectiv = (') clasele corespunzicoare de structuri uniforme. Dacd £ S— §'
este proximal-continud ea este uniform-continud, relativ la cele mai putin
fine elemente ale claselor = (<) §i =(<’), (care sint structurile total
mdrginitz), Ar puiea fi insd i alte structuri uwniforme in clasele = (<),
$1 = (<"}, pentru care f sd fie uniform-continui. Un ca: particular ar fi
de exemplu cel In care =8, < =<"= =,, d fiind o metricd, Nu
cunoagtem rispunsul la intrebarea dacd proximal-continuitatea, aici, este
echivalentd cu continuitatea relativd la d, dar nici contra-exemple. Daci
insd criteriul de mai sus (cu d(f(a,),f(b.)) =0 ar fi verificar, atunci
reorema ar putea fi demonstratd ugor prin reducere la absurd.
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CONTRIBUTIONS TO THE STUDY OF PROXIMAL-CONTINUITY
Summary

Although the notion of proximal continuity is situated between simple
continuity and uniform continuity and for thelatest there are known many
criteria, for the proximal-continuity we do not know any necessary and
sufficient condition. In the first part of this paper we give some criteria
for proximal-continuity, using various operators introduced by B. Bana-
schewschi and J. Maranda in [2] for the definion of proximity-spaces.
In the second part we give two conditions, characterizing proximal-conti-
nuity in metric spaces.
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1. Introduction. Considering sequences of continuous functions
E. Borel [l1], EEW. Hobson [2], P.S. Alexandrov [3] and C. Arzela
[4] give necessary and sufticient conditions for convergence to a conti-
nuous function, by using the concept of quasi-uniform convergence.
M. Nicolescu [5] shows the criticism made by S. Marcus to this
concept in an unpublished communication. Larer I. Muntean [6] generali-
zes the concept of quasi-uniform convergence to nets of functions defi-
ned on a topological space, having values in an uniform space in Weil’s
[7] acception. He succeeded to give a necessary and sufficient condition
for a net of continuous functions to converge to a continuous function,

In the first part of this paper, we shall try to find necessary and
sufficient conditions for a net of functions, not necessarily continuous,
to converge to a continuous function.

K. Bogel [8], M. Nicolescu [9] E. Dobrescu and I. Sdligeanu
[10] define a concept of bidimensional continuity for the functions defined
on a cartesian product of topological spaces.

In the last part of our paper, we shall study the convergence of a
net of functions to a bidimensional continuous function.

Notations. Definitions. Let X,Y be two topological spaces. Z a
uniform space, /¢ a linear topological space and (4,:7) a directed set.
If %€ X, yo€ ¥, (%o, yo) € X3 ¥, we shall denote by ¥ (), ¥ (3a)y ¥ (¥ ¥o)
respectively the neighborhoods filters of x,, 3y, (v, ¥o in the topologies of
X, Y or in the product topology of X Y. We shall denote by 9 a fun-



