SIRURI D SEMNE NORMALE iN SENS PASCAL
DE

p. MINUT

in aceasta lucrare introducem notiunca de sir de semne normal in
sens Pascal, dam un criteriu de normalitate  a unui sir de scnne $i con-
struim un exemplu de asemenca sir.

Notiunea de siv normal in sens Paseal este analegi cu cea de sir
normal si cea de siv pormal in sens Bernoulli dar mai generald in sensul
¢ii multimen de senne, pe care noi o vom numi alfabet, nu mai cste finiti
ci numarabili.

Fic un numir natural g = 2 si un alfabet cu g semne

G=1{0,1,..8— 1.
Fie un sir de semne

)] O == 0Ly, Oy peees Uy 3o

unde x, €G, t=1,2 .40, Pentru orice numar natural s > 1, atasam
sirului (1) un alt sir pe carc il vom numi siru! cuvintelor de lungime §:

(2) (0"1 Ry +-e G'Ls)ﬂ (d'2 Uy - as-l—l) 2ty ('Iu Fpty e 0’-n+s-—1)="'

fo cele ce urmeaza, prin cuvint vom intelege un sir finit de semne.
Fixim un cuvint arbitrar de lungime s

A= (3 Byrem 8 3, €6

si notam cu N(A} pumirn! de aparitii ale Jui A printre primii & termeni

ai sirului (2). Se spunc ca sirul (1) este un sir normal de semne, dacd pentru
orice numar natural § si orice cuvint A de lungime s, arc loc cgalitatea
. NJA 1
lim " d8) L

ek g
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de asemenea siruri [1), [2].

A. G. Po: ¢Sl i
ostnikoy si I L. Piatetkii au introdus [3] no

l"ln £ (le sSIr L3 b < l 0
. norm n s¢n B(Jl no ”l 81 au ons 1 HE C ascmenea
e. tl 1 b s 1 1 Ccon t] t

by u CxXCem l d a
S1Y A(:CSIJC sirurl bll]t St 1 t[C n spe lal 1 az 1 - 1 3 cu

numerele admisibile introduse de A. II. Copeland [4]

&t a - e
(;()I 1S1(C lCI anl llllln(il(!l(b ]e(ll(: { san ar bxltib'c [ ¢ 11 li
1?(1, )1 3 5 ?)_. 1 C (g e ac ‘Olld 111C

0Lp, <1 . g—1
P = ) L—_(),-I,.,u | E: —
L yaes 5 P = 1.
Fi i ‘ i A
leciirul s i di ¢ 11 atasi a
( emn jﬂdll’l G, 11 d'lﬂ-‘}ilnl masura p.(j) = P iar fiecarui cuvint
= (3, 8, ... §,) Ti atasiim mitsura pfA) = ps s ’ Yl o o -
fairul de semne (1) 5¢ ] s 1-2 2‘-;"' s k3 t
; . val LS n.llnlCE_;LC SIr normal in sens Bernoulli daei pentru
. ; N : A - 4 F
orice num natural s §1 orice cuvint A de ]Ungln‘lﬂ §, are loc C""l]it'l%e'l
=l A

lim {\-T-"FA) = u(A).

ko

[t L]iah m -

‘ N=1{12,.,n,.}%.
Fie un aumar real, p,

G- p-<1.
2;)!:5111 g =1 — p. Fiecarui numar natural j ii atasam maisura
Fiecarui cuvint A = (3, 3 Mf") —
= (8; 3, ... 3,) i1 atasam masura
(8) w(A) = gipdi+dgt..+8s,

e d lun F)

(4)

o = Ly Lo geery a“ seve

(5) o0
( 1502 e a.v)’ (“2“3 e O(s-ﬂ) EAR s(“ﬁ“n—H e an+a—1) LA
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A= (8,3,...3,)
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3 SIRURE DE SEMNE NORMALE IN SENS VASCAL “it

si notam cu N(A) pumirn! de aparitii ale tui A printre primii A termeni
ai sirului ().

Definitie. Vo spune cd sirnl (1) esfe un sir de semnc normal in sens
Pascal, dacd pentri orice nindr natural s si orice cxvint de hungime s, A, are
loc cgalitatea :

(6) lim‘\—"(A). qephii

k¥ to .

.

Vom stabili un criteriv analog cclui stabilit de I. 1. Piatetkii {2]
pentru giruri normale si extins de 1. T P iatetkii si A G Post-
nikov [3] pentru siruri normale in sens Bernowli. Folosim o metodi
analogit ¢ ecd folositi la extensiunea nentionata.

Lema 1. IMe r un wmomdr natural si Y mulfonea luturor cuvintelor de
lungime U in care un senn fiaat, a. apare de jori, j sutisfacind inegalitaiea

1 g — Igp* | = lr—;
e

atunct
<=
{7} w(E) = —.
1
Demonstrafie. Este cunoscuta rmatearen lema s Fie roun pumir na-
tural si ¥ nmultimea cuvintelor de lungime [, formatc din alfabetul o =
= {0, 1} si pentru care numaru) de unitati, j. satisface incgalitatea
. {
|j =W =

¥
P fiind masura atasata lui 1, iar Q =1 — P miswa atasala lul 0: atunai
T4
;_ll-l .
Notam P =g¢p*, Q=1-—gqp"= ¥ gpt.
eN—{a}
Toate semnele a din cuvintele lui T le inlocuim cu 1 si toate semnele

diferite de @ cu 0. Obtinem o multime de cuvinte cu 2 semne X, care sa-
tisface condifia

w(Z) <

yé
Se observii ca

w(3) = wZy)

si deci
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Lema 2. Mie r i
a2 Fie r own numdr natural, A un cuvint arbitrar

i Lo s _ N _ de lungime
3 wemdr nalural, Formédm cuvintele de tungime ls b

(9100 o 00 Gy ven Oy o &1y,)
pe care le reprezentdm sub forma

(1B ... Bo),

unde
Br = (o Ds+1 Ulrmtystz o Fig) (k=1,2,.,0.

Notd {n ir ¥4e)
" moew AY nHnd ul de aparifii ale Iui A printre B,. B, B,. Notim
mulfimea cuvinielor de hungime Ls pentru care o i

| l
AP — ly(A) | = —.
-
Atunci
) o
*) w(A) < .
W2
Demaonstratie. Consideri — .
din o J onsideram cuvintele de lunginie fs formate cu semne

= {0, 1} (In conditiile de la demonstratia lemei precedente) si notam

cu M, multimea cuvi e
1 timea cuvintelor care s: e o
Strataci are salislac (8). In aceste condilii este demon-

7'4
() € —.
) d1*
In cuvintele di i i
e din _# inlocuim t isti
1 oate scnminele distine i
: (‘t TrR U I 0y )
$1 toate scunele care nu apar in A cu 0 ¢ e b & et
Daci A = ¥ -
ach A = (3,3,... 5,), notam

P q(pdh 4 pd 4 ... 4 pdh),
R=1-02r,

unde 3, i isti
i Bigsees 8y, sint semnmele distinete cave apar in A

Notam cu _# i i

. -NOt . multimea cuvintelor ¢u sem i 3

: o ; : ne din of - 1 T

satisfac conditia (8) pentru A — (1, 1 1). Avem {0, 1) si care
- :

74

WA < —.
412

5 SIRURT DI SEMNE NORMALL IN SENS PASCAL

[ 34]
=3
»

Pe de alta parte
W) = p( M)
si prin urmare
i
w( M) < N
Teoremd. Fic un sir formal cu elemente din N
(10) O = Gyy Oy yeees Ty yeee
Dacd cvisiii o constantd C > 0 asa fel cd oricare ar fi endrul  watnral s
si oricare ar fi cuvintul de lungime s formal ci sentne din N
A = (8, 8;... 3)
are loc incgalitalea

. N
limg =
[ ] 0

= (uq;‘”nl g g +63!

alunci sirnl (10) este un sir de semne normal in sens Pascal.
Demonstragie. Impartim siral (10) in cuvinte de lungime s
(12) (@ Ko seres He) (Ropteens Fus) seees (% 19541 Pk npets oo Fih) 5o
Notam cu
B = (O 1js+1 X—1)s+2 - )

si grupam cuvintele sirului (12) cite [:

(13) (By By v BD) (Bras Brye v Bur) oo

Un cuvint de lungime ! il vom numi ,bun® daci numarul de aparitii ale
jui A in acest cuvint este dat de expresia

l(q_p81+82+-.-+83 L {)l),
r
unde r este un numar patural, fixat, r = 1, jar |0 <1 si vom spune ca
este un cuvint ,rau® daca aceasti conditie nu e satisfacuta.
Fie (M [k/s)) numarul de aparitii ale cuvintelor yrelet printre primii
l[[k/s}/l) termeni ai sirului (18). Notind cu M multimea cuvintelor  rele,
avem

(14) ﬂI(\%\)g.\"k, ().

18 — Matematica, Univ,
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E _ ¥ { T LIRUEL DY SEMME NORMALY I% =l NSO PASCAL uTh
Din (11) rezulta ca existi T
revultd ca existi un numar natural A asa fel ¢ .
arc loc incgalitatea tr natural & asa fel ca pentru orice b= £, I
- ' (7 Tim — P T R A
{15 . _ (17) . ] .
1 ) N (M) L 2Cu( Ak e K
Jupia lema 2 av | s
g avem
(16) v o , Finind cont ¢i relaia (17) © valabild s1 pentru sirurile
L e 71
A W | T (2) = @y Luss oo
Numarul cuvintel I =
4 or .bune® printre primii i .oz % | i en N E { & (T i A n o
cste dat de cxpresia 1 primii {[[A/s]/I] termeni ai sitului (13) SR ;ll“\ (T)) o+ Ok ot e
{
k : . NdA "
——M LA O llm—"(—-) == g.phitiiedt e L.
- o).
sl 8 PREYS
mplu de sir normal in sens Paseal avem

In vederea construirii unui exe

Un cuvint ,bun® contine pe A de
de numira! solutiilor naturale ale ccuatiei

0 nevoie
g, pdidsetats
71 - (18) o by b g =k (REN),
ori, inr un cuvint  rau“ . adicd a acclor solutii (¢, @{) 29N pentru care
uall”™ ¢ 3 v . - i i . \ PRILEARREEED ]
" L mult de { ori. Rezulta ea A se intilneste in sirul ! : "
. Flk = 0, pentru orice 1= 1,2 ..., B,

12}, pina la terme i
(12}, U termenul de rang [Afs] de un numar de ori dat de expresin

ul

Teoremi. Numdirul solujtilor naturale  ale cenaiet a4 Ly T

N jIL"S(J_) = l Sg+d04. . +4 U k Ix
. e o ¥ ]( . ‘”(l_ }_" 0(1)) FA0 ([-{'—’) GHE! - a, =k oeste dat de capresic
h 8
/ § i gie
= O(l), unde 0 L 0, < 1. Tk =Chpe s
Tini . ) Demonsiratia sc face prin induetie. Observam ca
inind cont de (14}, (15), (16), obtinem P .
7 1 m(o) = 1= (’(n}u 1?
AF () = s eagens, 1 8 rd - :
37 (e B (qp B3 ESe o ks 0(57) + Oy, T (1)=m=C.
Rezulta ca Consideram teorema adevirati pentru orice numar natural pina la o — 1.
I ge Cele T.(k) solutii ale ceuatiei (18) sc obfin luind ccuatiile
| ALY o )
!lm S ) — g.piiFoattd; | l_ Ny ‘3_’__4 a o _
il 5 = Nk (19) £y A &y oo T ey T h (=0, 1,.,k)
§ . o . B, )
Fiics I o 81 adi‘u_lgmd fiecaren solutii o primel ecuatil (19} o componenta cgala cu b,
acind pe { si tinda la infinit, obtinem fiecarei solutii a celei de-a doua ecuatn © componenta k —1 §.a.m. d.
: Avem deci
N .‘1 ks (a)
bim | — ey Bt B 1 1 i o : ™ o
L=y o " q-r ! i "‘*<-T lm(!') = (‘ul:l ] (:n y e I ('flr«l-k—'.’ - (qu-i-k—l'
bl . ¥ Constraim exemplul de sir normal in sens Pascal pentru p = ¢ = 1/2.
st facind i pe r siv tindd I infinit, oblinem Nolam cu s, sirul cuvintelor de masura 1/2¢ ordonate in ordinea  eresci
' foare a cilrelor neepind de o stinga spre dreapta :
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5 = o
5, = 00" 17,
5, = 000" 01" 10" 2" |

§, =00..0 00..01 ..k —20 L—1

k h—2

Considerim sirul
(20) S = 8,8
D =SS, LS

Notim &, — s, 8, ...8,.

‘l' \." [ }', - il ]
” 1 < - o T <
1toeuvin al )ll] 17 (J] U oo0 f,) dare masuri 51 H Y| i
I 1 mnare [l

face parie din s H
we parte din s, daca si numai daca . )
Rezulia ei ]]111“{”'”[. tuturor e h ’.2 b 4y b — 1.
rulul de solutii i uturor cuvintelor din &, este cgal cu . :
solutii in numere naturale ale ceuntiilon LR R R e L
: A L
t :
-I'l = I. ‘l’
iy + s = o — s

+ .

(21) . .
ity + b=k 0,
t iy 4+ o T i =0,
adica
22 =
(22) mp = Tk — 1) - Tk —2) + ... + T(0) = 2&2

Evident, numarul cuvintelor din 5, este
(28) My=1+424 .. 421 =2k

Tinind ¢ i

! ont de legitura i il

1 eitura intre ccuatiile (21) si i

Inl M 3 N - " - .g. : : g i {
e e (21) si cuvintele Jui s, ecaleulam

| wp =1Lk — 1)+ 2.T0F —2) + o+ T H(0) = (b + 1)2+2
(24) pentru & 2 2,

£y =1,

SIRURL DY sl MNE NORMALE 4N SENS PASCAL aTy

Numarul senmclor din 5, cste dat de:
(@5)  Np=143-4 e+ AT (h 4 1)2i=2 = 2t

formulit valabila pentru ovice k> 1.
Fixam un nwmir natural r =1 si un euvint de lungime #

A = (5,8, ... 3)

apari neseparal. (prin aceente)
in s,. trebuie sit fie indeplinita conditia

Intr-un sir s A poate si sau separat. Pentru
en A si aparit neseparat
5,4+ 8, 4.t S, 4 r sk
Cuvintul de lungime minimit in care apare A in &, este chiar A care apac

in s, unde
]\'n = 8! —%— 82 -4 ... —‘— 8,. —= T,

intele de lungime maxima in care apare A sint de forma

00..055,..3,0..0,
3,, 0 aparc de h=Fk— (3 + 84 T 3,47
ori, A apare, nescparaf, in §, in modul urmitor:

— in cuvinte de lungime r 0 singuri dati (insusi A);

— in cuvinte de lungime » 41 de 2 €2 ori (A poate incepe cu primul
sau al doilea semn al cuvintului, iar se;mul ramas poate i inlocuit cu 0,
1,.... 1)

—in cuvinte de hungime
al doilea sau al freilea semmn al euvintului, iav cele doui
pot fi completate cu 01 ,..h—1 in C} moduri) s a.m. do:

_ in cuvinte de lungime ¥ - h, A apare de (h + 1)Ch ori.

Numirul de aparitii neseparate ale lwi A in S, este

(26) RA) = 1.63 + 2.0} + o + (b + 1Ck = (b + 2P

in S. cuv

unde, in afari de 3,3; ...

p L3, de3C3 ori (A poale incepe cu primul,
locuri ramase libere

in §, exista 28 —2 accente intermediare si fieeare poate separa cel
ale lui A, in S, cste

mult » cuvinte A, deci pumarul de aparitii separate

de cel mult r(2F — 2} ori.
A apare separat de U,(A) ori unde

U,(A) = 021

(27)
Din (26) si (27) rezulta
(28) Ny (A) = (b + 22 o O

Din (25) si (28) obtinem
(29) Ny Ay =1+ okt - O ).
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Teoremdi. Sirul (20} este un siv de semine normal in sens Paseal.

Demonstratie. Fie X un numar natural arbitrar, Exista un b asa fel ¢i

N, N < X\,

Avem
VA N ) Ny () N
NN, XN X,
Totodats
(31) Sy k1) 2P A1) e
X TRt I3
Tinind cont de (20), (30) si (31), obtinem
T ) et
PPN ¢ D8 Flat o+ 84

si conform primei tcoreme demonstrate avem

Ne@)_

limn =
Yae X

L LT

ceea ce dovedeste normalitatea sirului (20), in sens DPascal.
Metoda folositi poate fi extinsa si pentru p numar rational diferit
de 12,
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SEQUENCES OF NORMAL SIGNS IN ]’;\SéAL’S SENSE
Abstract

In this paper we give an extension of the notion of normal
sequence or normal sequence in Bernoulli sense. A sequence of natural
numbers which meets condition (6) is said to be a normal sequence in Pas-
cal’s sense. The criterion of Pjateckij is extended, and an example of nor-
mal sequence in Paseal’s sense is built up.

i 51 2 * "A
ON TIE STRUC ‘URE OF REGL LAR O-BISIMPLI
| SEMIGROUDPS
BY

. ). WARNE

+ bisi semigroups
We extend our structure theorem {(\n 1'elgul:u t]lﬁxn?lie;ﬁ?mg O-l?i-
i . ghow fthab ¢
e O-bisimple  semigroups. W ¢ SAY S
[3] to 1eg}ll=?‘ O;‘)l\i‘.}iﬂ} zero. 0, 18 determined by & U (} mi\:l .‘E }Ierlp' e
simple f‘emlglvolfé?}»)- c:klaqs (8-class) of S such that R ﬂ'[ ,1 .m‘od D
f aé?remﬂm- " O-bisimple semigrowps 18 (ic:(-\.l ; )[Flin(-tions e
i.tl‘;n;z;:?groups*‘with zevo, 0, R L} 0 nnd)L“p 01?2(01)}““ e
t icati T e als B :
ici i theorem 7). h the 3 uetere
heor e.‘:plfICIt gzz;)ﬁghﬁz\l'tmg-Eim]ﬂ(- cemigroups by spec ializing th
theorem for A |
initi : iation
i e if lov the defimtions and no
j qse speeified. we employ lefinitions wn¢ DESTL
Mplegs Ott'lfc{-‘:q-w.;? gl.\i & and G0 witl denote (.u.enls‘ ;‘ﬁhtllz?:nzonectio;l
% A lw‘r‘: cl\:;% of & containing @ € S. iMee ,(.l e e (the
\Vl“ddcnot? t};e c:f-S'. P (R) will denote the right unit subsenng
of idempotents of 5. £ ) o)
it subsemigroup) of 3¢ -
et u’;l yrove our structure theorem, we First (‘sml)'hsth‘ 5 \mh e
o 1. Let 8§ be o« pegular  O-bisimple semigroup 1 !(- v
a . Al b - =l r o " : )
Lemm" SN0, Then, S = LRV (Ve L_I?,) with ab 7 ti[‘}u’;e A
dm‘i II;’L ‘; g Iff() )rf\(:n;l only o= atT! and d = th for somet € M7
and b, ¢ )i t only .
in I . s
e f"‘*?“ QIS' l’-md w=f 0, (a, g)E £ for some g€ h_(b)r\ l:)‘. t?]l(‘;:::;;m
i 011::?0101{1 }e a't%::'rc‘ exists pe B, N LH.J By ﬂul:l pr((.):l)iuo: E”; Mo
is O-bisin P \.’is;ts' p e, N 1., such that pp g. llen i' L g =
e theu;?" Er;p’ﬁp’ﬂ'q It ael, and bhe k.. there exisis | t{ g
.- | . ‘ H .., ‘8 e
E;T\b:l,-- iz. lfence, if ab =10, 'rheln ¢ l; l[“(:“)"{) 051.]21:,3, N 11;56 e
Next, suy t abh = cda, ¢ € L5 0 ¢ D .
Next, suppose tha



