LA SOMME DE DEUX APPLICATIONS m-DISSIPATIVES
PAR

ADRIAN CORDUNEANTU

Soit X un espace de Banach reel et X* son dual. L’application duale
}: X -» X* est donnée par la relation

(1) Fa = {o* € X*; (v, @) =[xl =[a*1}

ou par {r, x*)on comprend la valeur de la fonctionnelle z* au point z. En
cénéral, F est multivoque : une condition suffisante afin que F soit une
fonction est que X* soit strictement convexe.

L’application (en général multivoque) 4 : D, C X -» X est dissipative
si V[e.yled, i=12 il existe @* ¢ F(x, — @) telle que (fhy— Yo &) < O

Il est bien connu [2] que la condition nécessaire et suffisante pour
que A soit dissipative est que pour tout » > 0, l'inégalité suivante soit
remplie :

(2) (1% — @l <fl@y — @ — A {n — yally W€ D, et Yy € Az, i=1,2

4, est la fonction définie par la relation A,v = n(R(n, 4) (nz) — z) =
=n{(n — A)"Ynr) — @) (c’est-a-dive R(n, AHE(n — A)7F et elle est aussi
dissipative si 4 jouit de cette propriété. Iinclusion A,z € 401 — n714) 'z,
vz e R{(1 — nld) et yneN (Pensemble des nombres naturels) a égale-
ment lieu si 4 cst dissipative. Dans ce travail, on emplovera la notation
R(A) pour le domaine des valeurs d’une application 4.

Soit @ un ensemble convexe et fermé de X, contenant Vorigine. Nous
dirons que l'application A est dissipative par rapport a Q, si A est dissipa-
tive, D,C Q et R(A— 4)D Q, v » > 0.D(Q) désignera la classe des ap-
plications dissipatives par rapport 2 Q. 5 @=2X, Papplication 4 € D(X)
s'appelle m-dissipative.

Nous allons démontrer le lemme suivant [8]:
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L(?mme: St LB e Q). alors il vésulte 4 + B, e D(Q).yn e N.

Démonstration,  Considérons  équation  approximative Ja — Ao —
’—B....riayz 2= 00 e ) Par la méthode dn point fixe, on nm’ntrt.'l.c ue tt
¢quation admet une solution »e )1 en effet. clle est (%pli\"il(‘lntf‘("e 10
su;;-unh;};l (% -t n)r .Iel' nl{n. BY(nry3ay ct avee la' nnt‘:ltion ll—u
={h -t nke — Adro onpeut éevire = Tz =y ont T ‘ Ot
-, .!).”II esh (‘\'i(l(-nlI que sioon pose ST:',: = g‘ :“‘: 1;’ rr()n (;:ﬁ(l:llf {:’3}:’”(7‘]’{"
catton & : @ ~ @ yui est contractante, (]mn-(: ;'Iue §,z — & ~’|I -:":a]()g) I
4tz — oy 56 Q1 existe done ze @ el "qluc A P t
al,gxlsic_ re Dy otel que (- onb - da sz dest-dsdive }‘.'r'—~ A I‘-wb' ::192
L. 1.nclusm_n RO 4 B)DQ. vr— 0 a &8 démontrd., -("(‘n t "II'J'
des relations : e

(3) { pry i By (e — ey — R B) () =
rry — dwy — Bury, = (v 4+ n)a, — Ax, — nR(n, B)(n2,) = y,
on déduit que
{4) oy — || < (3 +2)" Wy — wall + n| Rin, B) (nx,) ~
—R(n, B) (nx} ) < (2 + )7 (lyy — 2| + n|

3 a . . -
d’ott il résulte finalement que

& — ).

(3) r— Ty | "< Ty Ti! )‘(A + Bn)a’l T (‘4 + Bu)‘”Z)”!
v, 2. € D, N DB,,

ct la démonstrati Xe i 7
oL wion est achevée, compte tenu du fait que 7 = 0 est arbi-

Théoréme 1. Soit 1. B ] ]

I A.Be D(Q), A fermée, B ¢ e o

Dy = Q. AMlors. il résulte A - B@(D%’Q). : Rl e

Démonstration. 1Yaprés le lemme, 1'¢ ion 7

. D S nme, Iéquation 2r — da — Ba 3y, ?

q'>‘;0 _ ft -"f ‘(- Q, .udmct ’SOIll‘tI(.)n unique a, € P,; nous allons mgrltré- ql?(-ﬁ
a suite (r,) est hornée. Soit a, € D,: compte tenu des relations

(* + nyr, — dx, — nB(n, B) (na,) = y,
(A + n}, — 47y — nR(n, B) (nxy) = y,.

|L|): (_ch_uit,q_u_el fa, =2l < (A 4+ 2 My — gull - nil 2, — z) ou

Eé(’;z I;n [ < i — g + Az -+ n(R(n, B)(nzy) — @, }||l. En posant 2, =

L . I)go(tn..a,,), on ‘(t{(:dult lque i a,,(l] ~E<\ n~l|| nx, + BO| ; de la relation n(a, —

¥y) = Bx,, on voit que la suite (n(a, -- ,)) est bornée et fi il reé-

sulte que la suite (r,) est aussi bornég?)' nalement il xe
De la relation

(6)

(l—nB)'e—az=(1—n'B)lz~(1—-n1B) L1 —n'1Bu
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on ohtient || (1 — n7'B) 'r, —a, || <= pour n = N(e) et par conséquent
11 —ntB) < M pour n= 1, 2, 3,... Compte tenn que B est com-
pact, de U'égalit¢ B.r, = B(1 — n7'B)~'x, on déduit que (B, x,) contient
une suite particlle (8, .,,) convergente; pour cette raison on peut sup-
poser (B,r,) convergente. Les relations

(7) iy — Aw, =y + Br,
i
Wy — Ay =t + BnTm -

impliquent || @, — &, || < 27V By, — B it,]. ¢est-i-dire Ja suite {a,) est
convergente : &, —» . lutant evident que (3 — a7 1B, — @ ct It,r, —
— Ba, la premicre relation (7} montre que A, - e — y — By dtant
fermée, il résulte ve D, et dr — 4 - Bre Av, done R(n — 4 — B)D Q.
On obtient aussi Pindgalité :

|2y — wgll K12y = w5 — (o + By - (4 4+ Bla,)|. v, x,€ D,

et la démonstration est achevde,

Définition 1. L'élément r € Q sappelle solution Jaible de [I'équation
Azt — Adp — Ba =y, s existe une suile (&) € D, O\ Dy telle gue a0, —a
et ax, — Az, — By, .

Corolaire. Soit 0. B e D(Q). B continue ef compacte, D,=Q. L¢
quation hr — Ar — Br =y ye Q el 1.> O admet une solution faible. x € Q

Démonstration, 1 résulte o + B e D{Q). 4 étant la fermcture de
A, ¢est-a-dire Uapplication dont le graphe est la fermcture du graphe de
Vapplication . L’équation s.e — Ada — Be =y admet solution (unique)
r€ D, quel que soit ye@ et 7> 0.
Parce que le couple (v, ha — Ba — y) appartient i la fermeture du graphe
de A, il existe (@,) C Dy, telle que @, =2 ct Aw, = 10— Be— y. donc
2+ est solution faible de Véquation ra — <o — Be = y.

Définition 2. L’application B: @ —.X s'appelle localement compacte
sur @ si tout point &€ Q posséde un voisinage Vie, s{o)) el que BQD V{a, z(x))
soit compacte.

Théordme 2: Soit A. B e D(Q). .1 fermie. B continue et localement
compacte sur Q, R (. — A — B) fermée yi. > 0. Hors il résulte A4 4 Be D(X).

Démonstration 1  Considérons  'égaation approximative @ — e —
— B,x3y, ye R ct . >0, Dapres le lemme, elle admet une solution unique
z,€ Dyire, — Adw, — B, 3y, =123 Soit y, € R(. — A — B) et
x, € D, satisfaisant & la relation zay, — Ay — Bry 2 4y cn appliquant
une fonctionnelle a*€ F(x, — rp) i lu différence v, — &, on obtient

Ma, — & &%) = (v, = A, wf) + (B, — By, x*) 4
ey — Yoo %) = (B Big, a*) -+ (y — Yo A, n=1,2,8 ..

(8)
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De Ia relation précédente o ‘i | @ ¥
i, et ~l; idente ”n déduit 3w, — a1 < || B, — Byl +
(r Yoll. =1, 2.8, parce que Bov, — Bay, on obtient ||a, — x,
(i.,__“flgl. o) l:_”“_‘ n = N, osi ‘|| ¥4 < ks {r). Pour déduire Texistence
5 [)(.)IE] - ER. ’u‘-l que rr — A -— Ba 3y, on raisonne comme dans Ia
démonstration précddente. 11 vésulte done  R(2 — A By ouvert, yi = 0
¢l compte tenu de Uhypothise nous avons R(2. — A B)= X ,V} > 0
u L4 2 * AN - ¥ - o ) '
5o Théoréme 3. Soit X an espace de Banach. Supposons que A. B e D(X)
est continuwe of localement campacte sur X, Alors, il résulte 1 - Be I \')‘
_ Dr‘mmm!m!ulm. ’ll'unl(: application - dissipative détanl fermde, on
ratsonne contme dans la démonstration préeddente ponr R(
‘ sk ! ] ur monplrer ue B{;
— _B) oot ouvert, yno> 0. I e i
it }I)ﬁl:}l‘rvl‘p:n'fﬂ‘ {f(}. — A — B) st un ensemble fermé de N, quel que
soit % .l effet st e X et wr, div, — B — i=1.2 les
relations s R Lo

(9) J vy — Avy — By =y, 0,

| %, — Ax, — By =y,

impliquent || a, — .| € ¥4l 4, — 1 » €6 paree que By, = Br,. i =1,
g eresu tefl#y — &, || <A 4 — 1. Supposons maintenant que {y,) C
C B(?\ — A'— B)"et’ Yn =Y. Soit o, e X, n=1,2,3... tels que 2, — Ay
Lo o ?;?{m de Linégalité || @, — @ || < 37V 5 — #all, on déduit @, —- .
i, = B et par conséquent la suite {(Az,) est convergente. A4 étant m-
dissipative, il résulte lim Ax, € A et done rr — Aa iy 3 . ¢lest-a-dire

. b -]

yeR(»2— A4 — B).

‘ R(/i}— A . B) étant a la fois ouvert ct fermé, nons avons R(. —

4= )— X. ¥2 > 0 et la démonstration est achevée.
ot ?ef;lvnltl’()!‘l -‘t. :E application B: X — X Sappelle localement wniformé-
! ontinue sur X si lout point x € X posséde un voisinage Vi, (@) dans
equel B est uniformément continue. ‘ -

Théoréme 4. Soit X un es i
- Soit X un espace de Banach. Supposons que 4, B¢ I(X
et B est'lomlemm'lt uniformément continue sur X. Alors, il ré.w?!tt’ A+B ee.')(f\’))
" ?iem[(‘nwtmtwrz. Comme nous avons déja vu, R{» - L — B) cst un
semble fermé, Wi = 0 ; il reste a montrer g ; le T mé
temps omvert. WA S, ontrer que cet ensemble est en méme
Soit y, € R(» — A4 — B) et u {

) i Sy ity € X tel que xay — 3 .
étant un IIOIllbl‘(:‘[)OSltll‘ fixé. y étant un élémgnt de ‘:X tel qouc i - 9(;/.;“ ..i.
< ?;(.evu) ¢t o, ctant la solution (unique) de I'équation 2, l”a
— .,,.1,,, ay,rn - 1.2,... il résulte de linégalité (8) que a, e"l'(.a .o(':r ))
pour # = .N,. Kn appliquant une fonctionnelle a* ¢ F(x L) & I diff-
rence (i, — x,) on obtient ' !

Mty — nl? < (Byty — Byt #*) < (By2, — B, a*) -
(10) + (B‘l-‘n - B.l’fm, .E*) T (B‘Um Bm Lo s 1?*)( = (anﬂ - me‘fr*) I
+ (Bz,, — Buan,x*),
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Fon il eésulte nfja, — o, | < By, — B, |+ B,x, — Bur,|; d’autre

part, comme Nous pouvons supposcr | Ba, || < M pour n = N il est évi-
— 0 pour n — o ct done (1 — n° 1BY e, €

dent que {1 — a7 'B) v, —a,
€ Vir,, o{n,)) pour n = Ny

Compte tenu de la continuité uniforme de B dans V{e,, o{x,)) il ré-
sulte | B,r, — Ba, || +0 ct donc () est unc suite convergente @ @, = @,
Comme Jur— v — B3y on arrive a la conclusion que R(p — 1 B)
st onvert et la démonstration est achevée.

Covollaire. Soil X wun espace Banach de dimension finic. La somme de
dewr applications m — dissipatives dans X, dont Unune est eontimee est n-dissi-
jrative,

I seraif tres inté
dans le eas d'un espace de Banach général. G.
le théoréme suivant:

Théoréme. Soif X un espace de Banach. A un opératewr linéaire dans
X, m-dissipatif. avee D= X et Bun opérateur continu sur X el m-dissipatif.
Alors. il résulte que A 4 B est n-dissipatif.
Le théoreme + de cette Note a ét¢ démontré par Tauteur
es. Lo démonstration donnée ier a été
Barbu Dans le travail [1§ on trouve

vessanl. de savoir si le corollaire précddent reste vrai
F. Webb [4] a demontré

Remargue.
sous des hvpothéses plus restrictiv
contuniquée i Pautewr par M. V.
un théoreme similaire (p. 70).
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SUMA A DOUX APLICATIT m-DISIPATIVE
Rezumat
Se gasese condifil suliciente pentru ca suma 2 doui aplicatii m=disi-
pative si fic medisipativa,  intr-un spativ Banach general. Teorema 4
gencralizenzi unele rezultate cunoscute din teorts pertirharii operatorilor
m-disipativi.



