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CONEXIUNT COMPATIBILE CU STRUCTURI FREDILOLM Pl VARIETATI
MODELATE DI SPATII BANACLL

Rezumat

Fibratele vectoriale care admit o reducere la grupul Fredholm au
fost mult studiate in ultimii ani. Dam aiei o conditie necesara si suficienti
de compatibilitate a unei conexiuni liniare pe un fibrat vectorial cu o G-
structurd pe acesta (Teorema 2.11) si aplicam acest rezultat la reduceriie
IFredholm (Teorema 3.3). Pentru aceasta extindem notiunca de grup de
olonomie la conexiuni liniare pe fibrate vectoriale cu fibre spatii Banach.

GROUPES DE LIE-BANACH ET ESPACES LOCALEMENT
SYMETRIQUES

PPAR

AUREL BEJANCU

Soit M une C=-variété différenticlle modelée par des espaces de Banach
et v une connexion linéaive sur M({2]). On désigne par 1" et R la torsion
et la courbure de .

Définition 1. La variété M est un espace local symétrique st T = 0 ¢l
VxR =0 powr toul X eZ(M).

Soit G un groupe de Lic-Banach de classe C® et w sa forme linéaire
banachique. On désigne par ¢ I'unité de G et par C(G; T',G) le module
des applications de classe C* sur G a valeurs dans T,6. Nous avons démon-
tré dans ([2]) que

(1) VeV =o0lX <o )V =) VX, ¥ e%(G)

est une connexion lindaire invariante sur G. De plus nous avons démontré
les relations :

{2) T =w1sdo; R =0
A Daide de cette connexion nous définissons la connexion y par la formule

(3) Wy VomVy ¥ i

2

T(X, ¥).
Il est aisé de voir que T = 0.
Propesition 1. La lorsion T vérific la relation
{4) T(X, (Y. Z)) + T(V, (2. X)) + TZ, T(X. Y)) = 0
VX, Y. Z e %G).

MMaremaricd, Univ.
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Démonstration. Soit < o, X > =fi <0, ¥ >=gct
<w,Z>=h
Nous avons démontré ([1], [2]) les relations :
(3) <dm,X><Y>=—[<w,X>,<m,Y>] VX, Y € ¥G)
6 Ulg M +1a IS4 Ih)=0. g heCG: T.6)
Compte tenu de (2) et (5} on a

() TX, T¥,Z) =0 <o, X> [<a V> <o Z> m.

Alors, la relation (4) résulte de (6) et du fait que w~' est un isomorphisme
de ((G: T,G) sur ¥(G).

Proposition 2. Pour tout X, V. 7 € XG) on «
Ve (T(Z,Y)) + Vy (T(X, Z)) + T(Y, V, Z) +
(Ve Z, X)) =T(Z, T(X,Y)) + T(Z, (X, Y)).

Démonstration. On désigne par E le premier membre de la relation
(8), ¢t compte tenu de (1), ( ) et (3), on a

E=—oX([<a, Z> <o Y=+ Y[<o, X >, <w,Z>D+
ti<o, V> X <o Z2]+ [V <o, Z>, <o, X ).
Mais pour tous f, g€ C(G; T.G) on a
(9) X([f. b =[XS g) + (. Xg]
Compte tenu de (9) et du fait que [,] est antisymétrique, on obtient
E=0MA<o, V>—Y<o X>, <o Z >1).

Vuque X <, ¥V > -V < o, X>—<dco,X><Y>+<(o,[X Y]>,
on a

(8)

E=ol[<e, Y> <o X>)], <o, Z >]) +
+ o< do, ZX[X, Y] >).
Compte tenu de (2) et (7), on obtient
I =T(Z TX, Y)+ TZ, [X, ¥).
Proposition 3. La courbure R de la connexion V est donnée par la

Jormule

(10) RX, v)(2) =

Iiilv—‘

T(Z, T(X, Y)), VX, Y, Z €%0G).
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Démonstration. Compte tenu de la définition de R ([2]), on a
R(X, Y)(Z) = (Vx (Vy Z) — V, (Vo ) — V1,712 4
1 ], (Ve (T(Z, )+ Vi (TX, Z)) - T(Y, V3 Z) + T(V: 2, X)) +

+ 1 (T, T(Y, Z) + TY. T(Z X))+ LT(X, ), %).

Vu que R = 0, la premicre parenthése s’annule. Compte tenu de (4) et
(8), on a

R(X. Y) (%) = T(Z, T(X. V)) + TZ, [X, Y]) —

%T(z. T(X, V) + 5 T(X, Y}, Z).

La relation (10) résulte compte tenu de Pantisymétrie de 7.
On désigne par L{G) lalgtbre de Lie-Banach de G, ct alors de (10)
on a:

B(Y, ¥)(2) = L [Z [X, Y], VX, ¥, ZeL©)

Cette relation a ¢té obtenue directement en ([2]).
Compte tenu de (3), pour tout X, V, Z, U € X(G) on a

T, (V. YV, Z) + T(X, V. Z) = T, T(V; Y, Z)+ T(Y, Vi Z))—
:(T( U, T(Z, T(Y, X))+ T(Y, T(X, Z)))).
De la relation (4) on a
T, T(Ve Y. Z) + T(Y, VyZ)) = T(U, T(Vy Y, Z) +
) LTV, Yy 2) 4+ 1 TW, T, T, V).
D'une maniére analogue on a les relations :
(12) TV, U, T(Y. Z)) = T(V, U, T(Y, Z))—‘—;-T(T(X, U), T\Y, Z)),

(13) Vi (B, 72) () = | Ve (T(U, T(Y, Z)~ 3 T(X, T(U, T(Y, Z)).
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Proposition +. Powr foul X € X(G) on «:
(14) V, B=V,R
Démonstration. Compte tenu de la définition de la dérivée covari
(2] Do poriit: Tiple toam Jo ion de la dérivée covariante
& [ 7 o N r oo , 1 o
Vx B(Y, Z) (U) = Vi (R(Y, Z) (U)) — | T(U. T(V ¥, Z) 4 T(V,

Vi 2 T(Vy U, T(Y, Z)).

1
4
}) on a

Compte tenu de (11). (12). (13

= 1 e
Uy R(Y.Z)(U) = [V (WU, T(Y. ) — T(U. TV ¥, %)) — T(U,

T(Y, Vi Z) — T(Vye U, T(Y. Z))] —!-:?[T( T(X, U), T(Y, 2)) — T(X,

T, T(Y, Z))) — TU, T(I(Y, 4), X))).
Il est aisé de voir de (4) que la dernitre parenthése s’annule ct done

~

— , ]
Vi B(Y, Z)(U) = |V (T(U, T(Y, Z))) — TWU, T(Vy Y. Z)— T(U

¥

(Y, Ve 2) — T(Vx U, T(Y, Z)] = V. (R(Y. Z) (U)) — B(V,Y, 2) (U)

— R(Y, V Z)(U)— RY, Z)(V, U = V:R(Y, Z)(U).
De (2) et (5) on a

(15) TWU, T(Ve Y, Z) = o < do, UxT(yz Y, Z)> )=
o [<w, Z>, X<, Y>], <o, U]

D’une maniére analogue on a

(16) T(U, T(Y,Vy Z)) =0 < 0, U >, [ <w, ¥ > X < Z =11,

(17) TV U. T(Y. ) = (N <. U>, [<o. ¥ >, <o, Z>1]).

Proposition 5. Pour tout X € ¥G) on a
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Démonstration. Compte tenu de (10) nous avons
Ve R(Y, Zy (U} = 1T [V (T(U, T(Y. 7)) T, TV Y. 7)) —
U, T(Y. Ve Zyy — TV U, T(Y, Z ).
On ajoute membre & membre les relations (13}, (16) ¢t (17) ¢t on  obticnt
TU. T(Vy Y. Yy -+ TWU. T(Y, Ve Z)) TV, U. T(Y, Z)) =
—eoYf<aw U= [Y<o ¥ =. <o Z>=114+
A< o Uz, [ o Voo X = Z>]]-F
X <o, U | <o ¥ o o Z >
En vertu de (10} on a
TWU, T(Vi Y, 2)) + T, T(Y, Vi Z)) — T(Ve U, T(Y. Z)) = 0!
X<o U> [<o, Y > <o Z> )= Vs (T, T(Y, Z)).
et donc Vg R = 0. Compte tenu de (14) on » done
VeR=0 v.\ € X(G).

Nous avons démontré ainsi que chaque groupe de Lie-Banach est un espace
local svmétrique.
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GRUPURI LIE-BANACIL 8T SPATIL LOCAL SIMETRICE
Rezumat
In Nota dc fati utilizind metoda lormelor diferentiale banachice
pentru grupuri Lie-Banach dezvoltata in {{1]. |2]) se arati ca pc orice
grup Lic-Banach exista o conexiune lininri cu torsiunea si derivata co-
varianti a tensorului de curburi nule.



