LE PLONGEMENT NATUREL DES ESPACES SPHERIQUES
QUASISYMPLECTIQUES
PAR
EFTIMIE GRECU

Les espaces sphéviques svmplectiques, quaternioniques ¢t anti-
(uaterniontques onl été étudiés par G. Vrdanceanu [1], C. Te-
leman [4] et par Pauteur [5].

Dans la Note présente, on considére la classe des espaces sphiéri-
ques quasisymplectiques V,,. Ces espaces sont définis comme des sous-
espaces nonholonomes V22 sur les hyperspheres §,,,, de Pespuce pseu-
doeuclidien *"E,, ., (1 < m < n) & Paide d’une équation Pfaff intégrable
d’une fagon incomplete.

On considére ensuite le probleme du plongement naturel et iso-
métrique de l'espace V,, dans un espace pseudoeuclidien ¥E, ot N =
= (n+1)% M=2m{n—m+1) et on trouve les formules qui réalisent
un plongement topologique rationnel de V,, dans ME,.

§ 1. La définition du sousespace nonholonome 122 . On considere

([6] p. £4), Pespace pscudoeuclidien *'E,, (2 ..., 22**%) et soit dans cet
espace I’hypersphére S,,,, de rayon R et centre a l'origine:

(1) — (@) — = (P 4 (@) - (@) = R (1 s mC ).
La métrique de Vespace *"E,,,, est représentée par la formule
(2) ds* = — (da')* — .. — (da®™)? 4 (dasm+1y2 4 L (daprte)R
Considérons de méme I'équation quasisymplectique
dX = — [ata?] — ... — [a2"—la®®] 4 [am+lgemes] L 4

i I'.L_2u+l |].2u+.:‘| — 0,

ol on note

27— Matematici, Univ.
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(2]

(a2 12 | = a2 3™ — p¥fd2 0 (=1, on -1 fixe).
L2équation de Pfaff (3) définit sur Fhypersphere (1) un sousespace
nonholonome ¥2° | dont la métrique est induite par la midtrique (2) de
Ihypersphere 8, de *E,, ... On peut done énoncer le
Théoreme 1. La métrique du sousespace nonholonome V2 vy défini sur
Phypersphére S, ., de ™, ., & Caide de Udquation quasisymplectique dX = 0,

est celle d’un espace pscudoricmannien V,,.
§2. La métrique complexe de lespace 1,,. Considérons l'espace

veetoriel complexe €., dont les éléments sont les veeteurs (31, 21,
ot les composantes Z* sont donndes par les relations
(4) =at bV — 1, (i=1.,..n-41).

Dans ce cas, les formules (1), (2), (3) s’¢erivent sous la forme
(‘,-)) e E-l 51 — L — am ;_:m _{_ inH-liqu + v =+ Zn+lin+l = I{::._
(6) ds? = dZWdE — ... — dEmdEm 4 dEmag iy 4| +d ErEfenkl,
(7) _E] dal e — a:u da' 1 a.'n.- ld\‘,;uﬁ] _i_ . + £n+]d:__n+] =0

et équation (7) définit dans C,,, un sousespace nonholononic Croye
51 on applique la transformation de variables donnée par les re-
lations

(8) aj = rJUJGrHl’ §n+l - rrt+15n+1’ (rl = |£' I’ | G = 1; J =1 EARAS] n)’

alors les formules (5), (6), (7) sont respectivement éerites sous la forme

(" — ==ttt + R =R,
(10) ds* =z dri+ drl  + 1 do, ' — K| 27%0,do, [ (KR* = 1)
{11) g;776,do,+ Ro,  do, =0,

ou l'on fait la somme par vapport 4 j de 1 a n, et lc symbole =, est
défini par :
— 1, pour j =1,..,m,
g =
7 .
-+ 1, pour j = m 41 ... n.
Il est facile & voir que la métrique complexe (10) contient 2n va-
riables réelies indépendantes, ct par conséquent on peut ¢énoncer le:
Théoréme 2. La métrique compleve de Pespace  pscudoriemannien V,
est difunie par la formule (10).
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§3. Le groupe de mouvement de lespace V,,. Par la suile, nous
nous proposons de monirer que Pespace V,, possede un groupe de mou-
venent ayant (0 + 1) paramétres. Considérons, en cffet. le groupe lingé-

aire complexe et homogtne en n 4- 1 variables 21, 221 (éfinj par les
formules
(12) ' = ot (L h =TV +1),

ol x; sont des nombres complexes qui vérifient les relations de pseudo-
orthogonalité

(13) qofal = Al (I=1..,n+4 1),

¢ symbole Al étant défini par:

0, pour k=1,
Al = -1, pour k = { 1,0,
1. pour k=1!—=m-+-1,.,n-+1.
- En méme temps, le groupe (12), (18) invaric la forme quasihenmni-
Lique
TP L R R L e,

ainsi que la forme quasisymplectique
s aldil — Z—mdam o M-Z:.---lld E-m+1 B _}_'E_fnld.in-ij.

Si Pon introduit les quantités réelles af, b par les relations

(14) “ | =14,

alors on cerit les formules (18) sous la forme
- [P Ly — !
s lalaf 4 b b.') = Al,

(15) e
g, (a b} — afbl) = 0.

Il est facile de voir que les premitres relations (13) sont en nombre
de (1/2)(n 4+ 1) (n + 2), tandis que les dernitres sont en nombre de
(1/2) n{n + 1), et puisque lc nombre des quantités réelles ay, by est
2(n + 1) il résulte que seulement (n + 1)* sont indépendantes. On peut
done énoncer le

Théoréme 3. Les espaces V., ayant le métrique complexe (10) possé-
dent un groupe de mouvement ayant (n + 1)* paramétres réels.

§ +. Espaces sphériques quasisymplectiques. Par la suite, nous nous
proposons de définir Ja classe des espaces sphériques quasisymplectiques.
C’est pourquoi nous considérons Pespace pseudoeuclidien o Rl A
dans lequel I'équation (9) définit une hypersphere S,
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Si on fait la projection stéréographique de hypersphere (9) du pbdle
nord N{r, = R387*!) sur I'hyperplan tangent au péle sud S{r, = — R3r!)
ct on indique avec v, ,... ¥, les coordonnées de cet hyperplan, on a les
formules

i, ] U — ] .
(16) Ty = ) - h) Ty = = q 7 (—l-(]lf" = 1),
gv + 1, 2lg  qu 1
oli on note
) 1 2 2
v=—0?—..—v 4+ 4.+
La métrique (10) s’éerit en coordonnées v;, 6; sous la forme
H ! 2 PR 2
(17) IS — e, (dv? + 12| da, %) _ 4y | 2,0} 6;da, |
1+ gy {14+ qu)

Si on introduit les coordonndes complexes o! ..., ©" par les relations
{13) o =06, (j=1.,.,n)
alors 1a métrigue (17) devient
g; ] dey' [* . lgi{w doy — ' dw’)|?

q
(1 + qo)? (1 4+ qu),

{19} ds* =
ot on note
o=— | *—.. —]o"Ft+ie" |24 L4 et

Si on passe aux coordonnées réelles 2! ,.., 2% par les formules
(20) o = -l =12, (j=1,..,n),
alors on éerit la métrique (19) d’une fagon définitive sous la forme
g; [(dz‘zf*l)Z + (d;ﬂj):{] N il_qdz.é

(1 + q2)? (1 + g2t

(21) ds* =
oll on note
B (B e () ()2 L (22

dZ = — [zlz2] — ... — [zom-1zam] 4 [gamtlgemsd] | 4 [aen--lg2e]

On peut done énoncer le

Théoréme 4. Ffa métrigue des espaces sphérigues quasisymplectiques Vg,
est donnde en coordonnées compleres ol ..., «* par la formule (19), et par
la formule (21) en coordonnées véelles =V ..., 2*0

§ 5. L’Hypersphére 5,,,, de ** F,,,, comme espace fibré. Par la suite,
on démontre que 'hypersphére §,,,, de 24K, ., peut étre considérde comme
un espace fibré, ayant comme base I'espace sphérique quasisymplectique V,,,
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et comme fibres nne famille de courbes S, qui s’obticnnent comme inter-
section de Thypersphere 8,,., avee des plans qui passent par Uorigine de
'espace pseudocuclidien *"E,, ..

Dans ce but, on doit exprimer les coordonnées o' ..., #¥"*2 d’un point
de hyvpersphere §,,,, ayant I'équation (1), en fonction des coordonnées
212 d'un veisinage de Vespace sphérique quasisymplectique V,, avant
la métrique (21). Si on note
{22y A =0 +¢g2), B= = g w2 e s Bppq == COs @ -4-] — 1sin q,
2 l/q q= - ‘l:

¢l sioon tient compte de (4), (8). (16), (18), (20}, (22), on ubtient les formules
=1 = A(z¥—1 cos a — ¥ sin a).
(23) a¥ = A(z¥"1sina - ¥ cosa), (= 1,..n)

o

"t = Beosa, a7 = Bsin q,

qui montrent qu'a un point P(2!,..., 2*"} de l'espace sphérique quasisym-
plectique 17, il correspond sur Vhypersphere &,,,, de #7°E,, ., un ensemble
infini de points Q(z!,..., 2*7+2), dépendant du parameétre ¢ & différentes
valeurs.

St on note

= al
,_fc_;,&) ‘1[: -t 2_‘?_ 221_1, -'V,-' — - ] 4 4 (‘? =1,.., ﬂ),
gz — 1 gr — 1

ct on tient compte de (23), il résulte
w?a"—l — .M'fl'-’““ — Nj:vﬁﬂ'i-ﬁs
¥ = Nl 4 M a2,
Les ¢quations (25) en nombre de 2n définissent dans 'cspace pseudo-
euclidien *“K,, ., (z!,..., #***%) une famille de o* plans qui passent par
Porigine et qui coupent I'hypersphere §,,,, d’aprés une famille de grands

rercles S,.
Compte tenu de (24), (23) on obtient les formules

125) (7=1,..,nL

e gz — 1 ‘]z‘.!ﬂ+la:'lj—l + I1,2u+23321‘
9 l,c'q_ : (m'_'n-i—l):: 4 (P
) ) (j=1,.,n)
ZEf _ Q'-?a' — 1 .r2"+l.‘t)?" o :122"+2£132]_1

2 |fa : (a,2n+1)z + (m‘.‘.n+2)2
qui montrent quw’a chaque point @ (2} ,..., #3"+2) de 'hypersphére S,,,, pour
lequel (a27+1) + (22"+2)?5£ 0 il correspond un scul point Pz ;... 227} de

. : . . . .
'espace sphérique quasisymplectique 17,,. Par conséquent, nous avons le
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= 2 . S P o

l_()s‘]””'zhe:):}:a;?ﬁ 5. 1 hy{pmsplm‘c_ Sousy de "B, o st un espace fibré, ayant

g 8f e quasisymplectique Vo, comme base et comme fibres les
grands cereles S| ‘

Yor T cnite o ST TR S o, s .

- l(-n In smtf‘. runsldtfons le voisinage T, (=" ... 227) qui correspond
aux points de Phypersphére S,,,, pour laquelle nous avons (e 1)2 4
E@E R =0 el posons

(26) { T = (R eos af - VHging'). % = (2 g0n (' -2 eos al),
=R cos 'l at = Bsing’, (p=1.... n—1. n -1}
ol on note
[ 4 =0 gy m= Il
(27) 2l'g g 1
R A

(28) M =¥

(p=1.,n—1, n-+t1)

ct nous tenons compte de (26), on obtient les formules

'.?.2.0—1 — ‘.1[' Q,Zn—l — N' m‘zn’
(20) { s 7 (p=1,.,n—1, n+1)

TR N el F
1 | lem

. Iy 7 ~1 2 > 4 1

Poulllo voisinage b 20 (,.,l o z"n) nous avons donc les plans (25). tandis

que pour le voisinage ¥V, (2,..., 2") nous avons les plans (29). Compte
tenu de (23). (29), on obtient facilement les relations

. M,M, +N,N, . N,M,— M,N

l = h.][z ! : g Nn=l : ’; = (=1, n—1),
(30) | SO M+ N

. M N

I J[ e W N — . ~¥a

PR T N Nop = ME T NE

ainsi que les relations inverses

Mo 4 N;‘N;H

n+l

N.M,, —MN

Jlk - X Th= K+
| Mz + N3, ML N
(81) (h=1,.,n—-1)
ar .
JIn = "_"_"'L" ’ N == — -—_.JYL
J[rf+l + Vi ‘M;.zn + N;nz+1
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Cex relations montrent qu'entre les grandeurs M, N, M, N, ct

MNLM N il existe une correspondance biunivogue si Mz 4+

1o : Wl N2
NIZO et M2 -;\ 2L e

A Patde des relations (24), (28), (30), (31) on pent trouver da trans-
formation des coordonnées entre le voisinage Vo, (=4, 27 et le voisinage
Wi GET LR qui correspondent au mime point (0w de Phyper-
sphive 8., de Pespace pseudocuclidien **k,, ..

§ 6. Le plongement natlurel de Pespace sphérique quasisymplectique
Par fa suite, on considére le probleme du plongement naturel et isomé
trique de Pespace sphérigue quasisymplectique 1, avant la métrique (21)
dans un espace pseudoeuclidicn ¥Ey. ot N = (n 4+ 1)%, M= 2wiln—m |- 1).

Soit, en cffet, Vespace YE (N, X, ¥uh (0=, n1:h <)
dont la métrique est donnée par la formule

ds? = KAX? + ¢ o (AX2 + d¥2) -+ <, (dXN2, 4 dVZ )4 dX2 ],

(32) LR
{(ros=1..,n; r<s).
Considérons dans YEy le lieu géomdétrique I, délini par les formules
By e LT
(33) Xh_1- - ’L.’,‘\-MT\/ 1Y, =—=24",
2K VK

ol les coordonnées EZ! ..., &"¥1 sont supposées normalisées par la relation

(34) — EIEI E— ?rz’:':m 1 ?u+1 ,‘z_m&] 'E‘ “:*_ g_"+12”+] _ 1

e GO e K .

qui détermine ces eoordonnées, a un facteur de module dgal & 1, pres.
Compte tenu de (33). (31) on obtient les relations

(35) e N X, o
f\\/‘_’f\
"-3()) ‘\f + Er ss('\is i ‘ :\) ! 3.\'('\ :-n-l] ‘- } :ul I) T ‘\:f +1 21\';;

qui montrent: cue le lien géomdctrique £ose trouve situd sur b varicté 120,
de Pinterscetion de Phyperplan (33) avee Phypersphere (36) de Pespace
pseudoeuclidien MF,.

Compte tenu de (8). (16). (18), Jes formules [33) s'¢erivent sous la
forme
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. 1 o o . 1 (qm 1 )
A) s T T m * B4l = = N :
2K (1 - qe) Ky/2K go -+ 1
—_— 1 o W' —_—
37 N, .+l =0y, ———. s XNoatl=—1v¥,,
( ) » i_ H l }\. ((I(»j+])2 +1 l i1
1 (](r} 1 "
N {go + 1) .

-~

En différentiant les formules (371 et remplagant le résultat dans (432)
on obtient

lo'* | [efode’ — ode’)]?
I e S P
fw 1) G

qui constituc justement la métrique complexe de Iespace sphérique quasi-
symplectique 15, et si on fait dans (38) les substitutions (20) on obticnt

(39) dst — Sl PP (da®)]  4qdZ

(1 + g2)? (1+g2)t
qui constitue la forme réelle de la métrique de Pespace sphérique quasi-
symplectique T,,.
De (20}, (87) on obtient les formules

N oy ol ol G S 1 ( gz — 1 J?
To2l2g gz 41 T TN sgyag gz )
adF =125 =1 w2r 25 2rp2a—1 __ o2r=1.2y
(40) Xoo= _1'-_- = - +: G » Y= i— 22 ' . o :
2] q (q: +1)2 2‘ q (qz - 1),
‘\'.m+1 =S ']-_'qz—’—'"l;' 225—1, st+] =-1-. ﬁ—_]"_ 2{33
4q (gz+1)* 4q (qz+1)?

On peut done ¢noncer le

_ Théoréme 6. Les formules (40) réalisent un plongement topologique ra-
tionnel et isométrique de Pespace sphérique quasisymplectique Vo, ayant la
métrique (21) dans Pespuce pseudoeuclidien ME,.
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SCUFUNDAREA NATURALA A SPATIILOR SFERICE CVASISIMPLECTICE
Rezumat

Scoconsideri elasa de spatii sferiee evasisimplectice V,,. Acestea
sint definite ea subspatii neolonome Vin pe hipersferele S, ale spa-
{ivhai pseudocuclidian *" 8, ., (1 < =2 n), cw ajutorul unei ceuatii Plalf,
necomplet integrabili,

Se considerd apoi problema scufundarii naturale si izometrice a spa-
tialud Vy, inte-un spatin pseudocuclidian MEy, unde N = (0 -+ 1)2; M =
= 2m{n —m + 1) si se gasese formulele ecare realizeazi o scufundare to-
pologica rationala a spatinlui ¥, in Yl



