ESPACES PSEUDOLINEAIRES REELS
FAR

D. RIMER

1. Introduction. En [3, p. 80], nous avons introduit la notion d’es-
pace & structure de coordonndes sur une partic de R* en adaptant la no-
tion correspondante définie par Veblen et Whiteh ead en 10,
p. 24]. En [6-9], nous avons présenté certaines applications de cet espace
pour la représentation géométrique de la structure d’une population sta-
tistique, avant plusicurs facteurs.

L’étude de la structure algébrique de cet espace nous a conduit &
la notion d’espace pseudolinéaire réel et, implicitement, d’espace pseu-
doaffine réel. Nous allons les définir et en donner certaines propriétés
et applications.

2. Espaces pseadolinéaires réels. Soit I'enscinble des nombres réels,
R, n parties non vides 17 de R, (i = 1,.., %), (n = 3) ¢t Pensemble 97 =
H
= II T,
jmi
Définition 2.1. Nous nommons espace pseudolinéaire réel de dimen-

ston n, Lensemble € muni de dewy opérations, dont an moins la devaiéme est
partielle:

I. Paddition (x,y) > x wt satisfuil ane aviomes:
Y Yy g9

L1086 x +ye®, y+ze, (x - Y)+zef alors: x - (y +2z)e
et (x+y)+tz=x-+(y+z) vx, y. z¢Q.

[.2. Jo e Q, fel que x + 0 =0+ x, yxeQn

L3 wxe®, 3(—x) e tel que X + (~ x) = (— x) + x = o.

L4 8 x+yef, alors x+y=y+x yx, ve@.
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LI fa mudtiplication par des scalaives réels, qui safisfoail awr ariomes

L1, 1.x = x. ywxe @
L2087 0u)x e 87 of ax e & wlors M{ux) € Q¥ of {hu)x = 2ux). Y. we R

el ox e
TES. ST (n - u)x e Q7 dx e @ el ux e @9 wlois X -F ux € @7 ¢l (2 - u)x =
= X - ux.

ILbL ST x Fye®, Mx+y)e txel o dyel. alors 2x - iy e

et Mx 4 y) = ax -+ Ly
115, 2.0 8", Oxe®Q, (—1)xe®, yre R, yxeQ.

De tels espaces existent, Par exemple: 1) @ =ZxQx R"™%; 2)
B=AdxB" Lot d={aed|, — 10 <10} Dans le premier exemple,
seulement Popdération externe est particlle, dans le deuxicme, toutes les
deux sont des opérations particlles. Les opérateurs chez le premier es-
pace sont les éléments de R, respectivement @ ou Z, suivant que les ¢lé-
ments de 2% sont de la forme (0, 0, #° ..., &™), (0, &%, 23 .., a"), (&, @* ..., &),
De la méme maniere on établit les opérateurs chez le deuxitme espace.

Conséquence 2.1. On démontre les propositions suivanies :

a) St x, yER et (— x) + y € &, alors Péquation x + z=1y a une
solution unigue en 2.

B} 0.x =0, Yx€*; ho =0, YreR.

Y (—x=—x

Les démonstrations des deux derni¢res propositions utilisent l'axi-
ome IL3,

Définition 2.2. Soit un systéme de p vecteurs (Vi) cngp de ¥ Un
veetewr v de Q° sera nommé combinaison pseudolinéaive des vecteurs (v,) s'tl
Yy a p nombres réefs (W) ¢y <po fels que:

1) Mlv, e @ ..., 22v, e 7, v, € 2" (h — indice de sommation),

2) vV = }\kVn-

L’evpression 2'v, sera nommée combinaison pseudolinéaire des vecteurs
Vy e, V, et le systéme des vecteurs sera un systéme de vecteurs pscudolinéai-
rement dépendanis.

Remargue 2.1, Vu les axtomes 1.1 et L4, 'ordre des termes dans
la combinaison pseudolinédaire est arbitraire.

Conséquence 2.2. Le vectenr o est une combinaison pseudolinéaire de
taute famille de vecteurs de Q% (on utilise la conséquence 2.1 (B)).

Définition 2.3. Un systéime de s veclewrs (V)i cicn, § = n, de 8%, sera
noniné psewdolinéairement indépendant si, powr chaque combinaison pseudo-
hinéaive 3y e 2 (I — indice de sommation), Udépalité Nv, = o impligue
= — TS

Lies vecleurs (v,) seront dits alors psewdolinéairement indépendants,
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Définition 2.4, Un systéme de n vecteurs (Vihigicn de 8 sera nommé
une base de Q7 si:

Y. les vectewrs (v} sonl pseudolindairement indépendants,

2. chague vecteur v € 2 est une combinaison pseudolinéaire wnique des
vectenrs (v,), v == tiv,,

o o e i . o o5 0 .

Le.s'sculaues (!N cign: déterminés de maniére unique seront nommées les
coordonnées du veeteur v dans la base (v,).

Théoréme 2.1. Soit Uespace linéduire véel B (n = 3) el un systéme B =
= (u. e, .....e, ,) de vectewrs de R*, dont {e,,....e,_,) sont lindairement in-
dépendants (cn R") et u est donné par

(2.1) u=vole, (G=1,.,n—1: oekh).

AMors il y a. a moins un espace psendolindaire réel $, pour lequel B est
uhe base,

. Démmmt{'atinn. Il faut construire un ensemble 2% = f((f ..., 1) € I,
muni de Faddition et de Ta multiplication par des sealiives réels. qui satis-
fait aux axiomes Li—14, TL1—IL5 ct, de plus -

(22) Ut v e =0 =t =,
(2.3) tu+ B e = thu + 7' e, < tf — 4.

Vu (2.1} et Pindépendance linéaire des veeteurs (e;), les deux syvs-
N 4 . » . i~
temes d'implications (2.2) et (2.8) deviennent:

(2.2') Nl P =018 =0,

o ! 1 i i 3
(2.8") G —t)e +{" — By =021 =4,

_ (2.'."). et (2.3') peuvent avoir lieu sculement dans certaines condi-
tions restrictives et conduisent 4 divers espaces pseudolinéaires réels.
En voici gquelques-uns :

(24) xnel=R—Q; VICQc=1,2. VICK (b=23,.,n
# = i
& = 11 W,
i=]

(2.53) 2% — nombre transcendent ; V3 C R, Vi CQ vV C R;

u .
=1V,

~

fm |
N P
(2.6) by = (7(: R (pog) =1 2" €eR{a=2,..n—1);
} , ( n
né—hfz_w %Jﬂﬂcmlggn 8= 1113
¥4 =1
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I.e théoreme est démontré.
Remarque 2.2, Si

(2.5") Vi@ (c=1, 2), Vi=R, (b=3,.n),
(2.6') Vi= R, Vi=Q Vi=R,
alors
(2.7) g 1 )
i=]

sont des cspaces psendolinéaires réels & n dnnensions, pour lesquels Ia
seule opération particlle est Ta multiplication par des sealatres réels. Fn
méme temps, chacun d'eux est un espace tincaire & » dimensions sur Q.

3. Espaces pseudoaffines réels. Iin partant de la définition de Des-
pace ponctuel affine [2. p. 217} nous allons introduire une notion corres-
pondante, par |l

Définition 3.1. Soil @ un espace psendolinéuire réel G n dimensions,
pour lequel sewlement Copération eaterne soit partielle, A — un ensemble ar-
bitraire et une application ¢: WX U = Q" qui assocle « chague couple (U, B) €
e UxU un dement AB — v e . Si ¢ satisfail wux conditions :

1) 30 € U de maniere que ¢S € U Fapplication o0, 8) — 08 =
= v ¢ 2" soil bijective.

D) ol B) + slB. C)=o(d. ), yA, B, Ce,
alors W sera wommé espace ponctuel pseudoaffine réel & n dimensions, attaché
a Q1 sera noté (L) et ses élémaents seront nommés points.

Les notions de repere et de changements de repere ont les mémes
significations que dans la théorie des espaces alfines.

Remarque 3.3, De la délinition 3.1 it résulte quion ne peut pas asso-
cler & chaque espace pscudolinéaire réel un espace psendoaffine réel. 11
est néeessaire que Paddition soit une opdération interne, partout définie
en 27 et done, £* soit groupe abélicn.

Eaxemple 3.1. Soicnt les espaces pseudolinéaives (2.7). Les applica-
tions o, : 2 X & = Q% (¢ =1, 2). définies par

we (v, W)y =w — v, yv, we b

satisfont aux conditions de la définition 3.1. Klles déterminent done, sur
€, une structure d’espace pseudoaffine réel a n dimensions.
Exemple 3.2. Si dans Pespace affine réef A,, rapporté & un repere (0
e;), on construit les ensembles M, donnés par
M, ={Sed, |S=1te, (t.. ") e L (2.7),
on vérific que M, sont des espaces pscudoaffines véels, & » dimensions, as-
sociés a .

w
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rrhr b N v - e e ’ P .

. n;(,lcz)l:‘er?en}h;l. f?r A,y est mnespace affine réel associé @ Uespace ling-
- edors iUy aoau o neins wun espace pseudoaffine réel '

(L : ; ; : 2 réel a nodinen-
stons W), el que AC A,_,. i
‘lnlin(]:i‘;’:u:'{St[w{twn-l‘hmt {F e,d.... €, 1) un repere en A, . espace pseu-

saire reel Syl niy e vecetenr 3

cel a nodimensions. 82.7) ct le vecteur u, donné par {2.1) et

(2.4): wu, wep wlel =R - Q, !
o &3 = s ot e R (e =2 ... - 1) 1) B
plan (O : u. e) on construit |y arille : ! A

(3.2) = Ped, | P=tu e e e

. D e P e S o . .
¢t par-des nocuds P de ¢) on considére les varictés lincaires o — 2di-
mensions W, . données par )

(3.3) W, , = ., ,+ OP.

ol A,y est Tespace affine engendrd par (e, ....e, .
.\Yn?(mw par R, lensemble des points des varictés 1 .. 90, est
F(' [?mdmt direct de gy et A, .. Vu les bijections : gy — Q4 ll,, = ]R"*:
il 1‘:3:1“0 !:1. bijection : 9, - 21 On a ainsi Fapplication bijective c;, D)) —‘:
: L1 @S =08 = ve &L vSeM,. Alors, & chaque conuple de points
S8, € My, correspondant a vy, v, € €, on pent associer le veeleur 8,8, ==
v:— € 2t cl, vu Pexemple 3.1, on a. sur M. la strueture :l'(-sI;awc
pseudoatline réel  n-dimensionel, associé i 2. Notons  cet espace par
o, (). .
3 i])lc !;:Ilil::lzzzlrflli;c inxi):uT,ui)(:lsﬂtll'uirct hi"c%;’mc(- ps(-u(lo:jt'ﬁuc réel 9,
s psidéra dc;‘ L:I .A?_ ld?]bt(}lltl('l]i et .533 = R x ) ¥
; : paces  pscudoaffines, les replres sont R, —

.__I(’O"; u. e;). Ils sont nommés repéres psewdoaffines.  Evidemment. eon-
stderes comme cnsembles de points, on a

MM, C A,
Le théoréme est démontré.
Le groupe fondamental G de Pespace M (), est donné par
fc' _ I:’,' P + ]-}c'
¥ o 4y 4 B
EW A avee

AT B e Q deb (1) 20, (e, ¢ = 1. 2

&

Ay B € R, det (4)) £ 0.
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(3.4) constitue un sousgroupe du groupe affine ; il transforme la grille
. H "
g, (3.2) en soi-méme, menant un noeud en un autre. Loespace, M () est
llomogene par rapport & ce groupe. ) . ‘
Le groupe fondamental de Pespace M, (2) ost anssi (3.4), & une mo-
dification :

(8.47) A, BY e R.
Pour
A =1, 45 = B =0
on obtient un sousgroupe G, de G, intransi;ii:, Forbile d'un p()itlmt_ 1 €M,
¢tant formée des variétes W,_,, dont les origines 7 sont caracterisees par
le méme tl. o o

Proposition 3.1. Soient F, les enscmbles des apph-caimns b’t_;ictz::‘es de
M, on M, sur . Les familles densemnbles (M., 2, 1";_. ("c)_.- {IR., ﬁcs‘-ljc:. Gc)
constituent des espaces ¢ structure de coordonnées sur e, suivant la définition
donnée en [3). o )

En effet, M, vespectivement IR, sont les CSPACES. gt’:omct}'lqucs,l 2 —
les cspaces arithmétiques, F,—les ensembles de systemes prcfcrcn‘tu':ls de
coordonnées et G, — les groupes de transformations de coordonnées. On
vérific que les axiomes y donnés sont satisfaits.

4. Considérations sur une topologie de 27, M, . Soit lespace
R, oruanisé en cspace topologique, dans lequel une base de voisinages d’un
point est formée par 'ensemble des cubes n-dimensionnels, ayant le cen-
tre au point respectif et I'aréte cgale a un nombre rationnel.

Nous organisons les espaces 2, (c=1, 2)(2.7), comme des souses-
paces topologiques de R*, munis de la topologie mduljc.c. par la topologie
de R”, les voisinages en & étant les intersections des vowmagcsnde R avec
2%, Les espaces topologiques ainsi obtenus seront notés par (8, <,). Nous
définissons des topologies analogues sur les espaces pseudoaffines JIC(S%;’)
de P’exemple 3.2 et notons les espaces topologiques 9btcnus par (J{,,‘-:,,-).

Soient les espaces pseudoaffines ML) construits dans. ]e.theor.v:me
3.1 et les espaces topologiques (£, 7). Considérons les applications bijec-
tives.

(4.1) 9e: M, > L

qui associent & chaque point S, € JR. ’élément correspondant (tl ,...,'i:)é
€ 22, ou (t}) sont les coordonnées de §, dans le repere (O u.‘,. ¢;). On :)btlent
ainsi, sur 9., la topologie t;, la préimage de la topologic <. de & »].‘CIH-
tive & D'application ¢. Nous notons ces espaces par (M., =)). Il résulte
immdédiatement la
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Proposition 1.1. L'application (4.1} ainsi que Papplication

{4.2) e M, — Q1 (¢ = 1, 2),

Iy

définie de la méme maniére que (41) et Capplication

(+.8) B M, — M, b, =72,

sont des honéomorphismes.

Proposition 4.2. Les espaces (%7, =.). (¢ = 1, 2), sont localement com-
pacis,

In effet, on peut considdérer les intersections des intervalles  n-di-
mensionnels fermés, d'aréte ¢, ¢ < oo, avee €. En les organisant comme
des sousespaces topologiques de £, avec la topologie induite par <, il ré-
sulte quiclles sont compactes. Les espaces (22, =) ¢tant séparés et chaque
point ayant un veisinage compact, ils sont localement compaets.

Le méme résultat pour (M. <) et (M. <)

[k

Proposition -L.3. Les espaces (M, =), (¢ == 1, 2), ne sont pas conncaes.

En effet, si par un point T((;ré)_. avec a'ﬁ el =R —@ ct a-fl,e R,
.nﬁe R, (b=3,.,n), on ménc un (n — 2)-plan =, parallele aux variétés
W, _s alors chacun des espaces M, est décomposé en deux parties A, B,
et Von w: A U B, =M. 4.1 B, =d Pour chague point S.e 4, il vy
a une sphere 5 (8. ) avee 5. < | T, — S.] et Fon a: e, B, =D e,
done §.¢ B, A N B, = d. De la méme manicre on oblient A" B, = @,

Les ensembles W, _, sonl les composantes connexes,

Le méme résullat pour (€, <) et (M, <).

On peut considérer diverses figures et les étudier dans les espaces

M., IR,

Définition 1.1. Soit B une variété dans Uespaces affine A,. Nous nommons
pseudovariétés correspondantes & B en M, C A,(c =1, 2) et en M, C A4,_,
les cnscmbles

B. = BOM., B,=0/B)
ot O, est donné par (4.3).

Les caractérisations analytiques des pseudovariétés s'obtiennent en ajou-
tant ane équations de la variélé B les restrictions imposées anr coordonnées,
par la définition de Q.

seemple 41, Soienl S, ..., 8, un systéme de (# 4+ 1) points de Des-
pace pseudoatfine MALT), (¢ = 1, 2), tel que les vectewrs S, §,, (i=1,..., n)

soient psendolinéairement indépendants. Un  pseudosymplexe (n 4 1)-di-
mensionnel de R, sera Pensemble o, donné par

I — Matematicd, Univ,
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n "
A8y oy ) = { SeM S =30 8 > 0.3 =1,
(Jnﬂl-) =0 p=0

Constdére comme une figure de Pespace affine A, . e pscudosymplexe
consiste des svmplexes {n — 2j-dimensionnels.  situés  dans les  varviétés
W, _..

Dans le pseudosvmplexe 3- ou  t-dimen<ionnel {qui est une fipure
de U'espace affine +1,, respectivement ) on peut représenter les objets dune
population statistique ayvant ‘F ou 5 facleurs, par des points. les coordonndes
barveentriques ..., * indiquant les poids des composantes. Les voisinages
des points, définis plus haut réunissent les objets avanl une composition
structurelle rapprochée. Cette possibilité a ¢té relevée par nous en [6, 7)
ct utilisée effectiveinent par nous. en [8, p. 65—69]. [9, p. 112-114] et par
Gheorghe Popa en b p. B—32] et dans sa thése.

Remargue 4.1, Si dans la géométrie deseriptive. les figures de 1es-
pace & trois dimensions sont représentées par leurs épures. en deux ou trois
plans ct, pour les figures de Pespace & qualre dimensions un tel probléme
ne peut étre posé, les espaces pseudoaltines M) et M), nous permet-
tent de nous faire une idée intuitive sur la figure considérée (de Ay, res-
pectivement de 4), en connaissant Uintersection de celte figure avee les
droites 1V, respectivement avec les plans 1V,
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SPATIE PSEUDOLINIARE  RIEALRE
Rezumat

_ Sc definese notiunile de spatin pseudoliniar real. veelori pseudoli-
niar independenti, bazi si se construiese spalii pseudoliniare de dimen-
stune n, ale ciror baze sint sisteme de n vectori liniar dependenti in R™.
Se defimeste apoi notiunea de spatiu pseudoafin si se construiese  spalii
pseudoafine n-dimensionale, ale earor puncte sint parti proprii ale unor
spatii afine {(# — 1)-dimensionale.

Se defineste o topologie pe aceste spatii. Sc definese pseudovarieti-
tile ea figari ale spatiilor pseudoafine si se indicii doud exemple de ase-
menea psendovarietati cu aplicatiile lor in alte stiinfe.



