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ASUPRA B-MONOIZILOR

Rcezumat

Definind B-monoidul ca acea multime M inzestrati cu o operatie
(.) satisfacind proprietatile (A} si (B), autorul aratia ca daca elementul ne
utru ¢ € M, atunci (B} implica proprictitile de asociativitate si de comu-
tativitate, iar dacd a, b € M. atunci arc loe (1), De asemenea se extinde
notiunea de ideal la B-monoizi, aga cum se face in cazul semigrupurilor.

ASUPRA IMPARTIRII CU REST IN INKLUL
CUATERNIONILOR INTREGI
DE

GRORGE C. OPALT

In aceasta Nota ne propunem si studiem posibilitilea determinavii
citului si restului impartirii la stinga sau la dreapta a doi cuaternioni in-
tregi si ajungem la eoncluzia ci acest lucru este totdeanna posibil in semi-
grupul multiplicativ al cuaternionilor intregi de norme impare. Acest rezul-
tat permite definirea si construirea celui mai mare divizor comun sting
sau drept a doi cuaternioni intregi de norme impare si, in cele din urma.
o caracterizare completa a cuaternionilor ireductibili.

I. Tmpértirea unui cuaternion intreg la un numir intreg
Definitia 1. Un cualernion
a=a-4 b+ ¢ + dk

se numesle :
cuaternion intreg, dacd a, b, ¢, d sint waomere intregt,
cuaternion primitiv, dacd (a, b, ¢, dy =1 i
cualernion primitiv in raport cu numdrul intreg m, daca (a, b, ¢,
d, m) = 1.
Teorema 1. Fiind dai un cuaternion intreg « = a + bi 4 ¢ + dk 3

wn nwmédr infreg mocw | m | = 2 se poate determina un cuaternion intreg &
asa ca N{o —m.§) < m™

Pentru a fixa ideile putem presupune m = 0, caci daci am determinat
un cuaternion intreg £ asa ca N(a — m.) < m* cu m < 0, atunci avem
si N(@ — (—m).{ — E) < (—m)* cu —m> 0.

Va fi suficient si ne ocupim numai de cuaternionii primitivi in ra-
port cu I, deoarcce daci (a, b, e, d.m) = h =1 si avem un cuaternion
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a N ; 2 atunci
£ asa ca N(a —m. £) < m¥ atunci ¢ = hoatyy b= hby ¢ = hepd =l
si m = han, cu (ay, by, e, dyy m)=1 si k(e + biitejidh)=ha. amea

N — m.E) = N(h.zy — han . 2) = N(h (o — m.3)) =
= h*N(a, — m 2) < hiomi si dect N{zy — my 3) < il

s1 reciproc, din aceasta incgalitate sc obtine mecgalitatea initiala prin in-
multire cu A% .

Fle_ dc:cr o =a -+ b + g 4+ dk un cuaternion primitiv in raport cu
un numér intreg m > 0. Fie Z =a + yi + 3 + wh. Aunci:

N{a — m.2) = (a — mx)® + (b — myy* + (¢ — mz)* + (d — mu)*.
Acum nu avem deeit si impuncem conditiile

R m? ; m? 2 2
(@ —map < —, (b—my) < —,(¢c—mz)* < B i (d—myr =

ceea cc ne conduace la

1 "
— e < — W < —,

?
9 5

- -

de unde rezulta & — ! < sl +l

mo 2 m 2

intrucit (a/m —|—A1/‘.f) — {a/m — 1/2} = 1, exista valori intregi pentru z, y
2, # cuprinse in intervalele ’

a 1 a 1 b 1 b
(_“;’ +*‘]’ (—~--—, *+1),....
mo2oom 2 m m 2

cu exceptia cazului in care unele dintre extremitatile acestor intervale
se exprima prin numere intregi consecutive. Daca extremitatile a cel putin
unuia dintre cele patru intervale nu se exprima prin numere intregi conse-
cutive, de exemplu intervalul in care este cuprins z, atunci cxista o valoare
intreagha a lui @ care satistace dubla inegalitate ‘

[ B3

a 1 a 1

mo 2 2
iar p?xgtru Y, 7, $1 @ putem lua cite una dintre valorile extremititilor cores-
punzitoare, intrucit dintre inegalititile de mai sus carc conditioneazi

Ya.lonle @, Y, = 81 u cste suficient ca una singurd si fie incgalitate stricté
in celelalte putindu-se lua si semnul egal. '
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Sa presupunem acum ca toate cextremitatile acestor inlervale sc

exprimi prin numere intregi consccutive. Deci

@ 1 a1
-—=ky 5l —F == hyt1
m 2 n 2
de unde rezulta
2.
== 2.’-'1 T 1
i

Acum vom deosebi doud cazurl

2.3 (m, 2) = 1.

1), 2) =1 =mfa, mfb, mfe. mld. absurd.

Daca m > 2, atunci avem in mod  necesar m o= 2, cu oy = 19
myfu. mylh, myfe si myfd. ceea ce nu sC poate deoarcee enaternionul «
a fost presupus primitiv in raport cu n.

Daci m = 2, atunci

=2k + 1, b=2k 4+ 1, ¢c= 2y 41 s1d = 2, 41

st in acest caz numerele intregi o, 4, = §1 @ 1l s¢ pot determina.
Observatie. Teorema cste valabila si pentru m =2, cu conditia ca

coordonatele cuaternionului intreg = sa nu fie toate impare.

2. Impartirea cu rest a doi cuaternioni intregi. Teorema 2. Fiind
dati doi cuaternioni intregt x5t B0, se pot determina doi cuaternioni intregy
(y st ¢ asu incit
(1) o« = By + ¢ e N(p) < N(P)
si doi cuaternioni intregl 7, $1 ¢y asd fncit
(2) w= %-B+ g1 o N(z) < N(B),
cu exceplia cazubui In care imparpitorul este un cuaternion. de normi 2.

Demonstratie. Luind v = .o si m = BB, putem determina un cuater-
nion intrey . asa ca N(y — n.y) < e Dar N(y — m.y) = N(Be — BB.y Y=

— N(BAe — Buy)) = N(B)N(x—B.y) < (N, de unde rezulta ci N{a—B.%)
e N((%)( si dgcli))o: = B('f):- p,d undia o= a— By cu N(p} < N(B).

Pentru  determinarea enaternionilor intregi 7, $1 £ luam v = aff

si m = BB.
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Definitia 2. Cuaternionii ¥ st p, determinaft mai sus, se numese citul
respectiv restul fmpdr{irii la stinga « cuaternionului intreg o la cuatcrnionnl
intreg B == 0, lar cuadernionii intregé 4, st gy se nmwmese eitud respeetiv restul
impdrtirit la dreapta a acelorast cuaternioni,

Observatie. Cuaternionii intregi 7 $i e respectiv 7, $i g, nu se pot de
termina dach = 2, adica daci N(P) = 2 si cuaternionul intreg a arc
toate coordonatele impare.

Singurii cuaternioni de normia 2 sint:

VR, 1=, 145, 1 — 4, 1+ k15,

P-4 = (t ++ k)i deei asociat eu 1+ A,

i —j =(1— k)i, dect asociat cu 1 — £

T h=4(1 -+ j). deci asoctat cu 1 4 7,

i — k=60 — j), deel asocial cu 1 — 3.

4+ h=(14ihj deer asoeiat cu 1 4 o
1

d— k=11 —i)j. deci asociat cu

sioopusii acestora eare sint asoeiatl cu el Insisi.

S eercetam acum ce fornei trebuie sa aibii un cuaternion intreg o =
a = Ui 4 ¢j + dk asa inelt si nu se poati determina citul si vestul impar-
tirii fui la stinga sau la dreapta printr-un cuaternion de normi 2. Yom cer-
ceta numai cazurile in care Impirtitorul este unul dintre cuaternionii:

T4+i, 1—i V44, 1—4, 1+k si 1=k
Pentru B =1+ avem:

Ba=(aed-0)+(bh—wit+(c+d.j(d—c)lsi af = (a+ b) +
Hb — a)i - (¢ — d).j 4+ ¢ + d).b.
Deci nu se poate determina citul si restul impirgirii la stinga respectiv
la dreapta al cuaternionului intreg « la cuaternionul intreg de norma 2,
1 -4, dacii @ 51 b pe de o parte s1 ¢ si d pe de alty parte sint de paritati
diferite.

Ficind calculele $i in celelalle cazuri. ajungem la concluzia c¢i nu se
poate determina citul si restul impéartirii la stinga sau la dreapta a unui
cuaternion inireg o« la un cuaternion intreg £ cu N(B) = 2 daci N{x)=0
{mod 2), dar N(«) = 0 (mod ).

Teorema 3. Pentru orice cuaternion intreg « st orice mandr prim p =2
se poate construi un algorim ol lui FEuelid,

~ Demonstratie. In baza teoremci 1 putem serie o = p.x + p cu

N(p} == p* Deoarece N(p} = 0(mod 2). putem scric in baza teoremei 2
P = gzy + g en N(py) < Np).

indiferent daci N(p) = 2 san N(g) &£ 2. Dacii N(p) = 2, atunci N(p,) =1

sait 0. Daca N(p;} = 0, s-a terminat algoritinul, iar daca N(p;) = 1, mai

st
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R — ciy. e N = N{g,) si deci
R;Ezc?‘_f‘:)czl %cq;':g;]chtlm”in(; ':i—}-n;\{[ﬁunc;i ;l‘(l*lurﬁ 5-%2)1\'(9) Fl.z Atunci
val — . v
avermn % = oo cn \7(;) < P'.
p = edat S en Np)) = Ng)
Acenm putem continua. adicii putem serie o
o = @Y P2 OV N(o,) < N{zh

i N i N o(mod 2). Dar nu
yumai daca N(g,) == 2 sau daca N{g,) =2 9! :\(?2 }:-i(-m. uz.ca o
l t m avea N(F; ) =2 si N(g) =0 (mod 2). ciiei atunct e
| o ' (o) = L), el
pu_ C)n= O(Cmod ‘21), ceea ce ne-ar conduce Ia ‘I\(r.) = f) '(1.1(1:011“ R
(P{_; absurd. Analog rezulti cit in sirul finpartivilor suceesiy 1
c5te . Analog res k
i r '] ‘e pare. .
doua resturi consecutiv o - o e
Teorema 4. Peniri orice cuaterniont de norme impare o si § !
: ] wi Ewuclid. . o i
e aif-gf;f:lf??ll‘{:: { 4i B doi cuaternioni de norme pupare. Auner
Demonstrafie. I« §1p ‘i
sutem scrie T
‘ o= By - ¢ cu N(z) < N{B).

' A 1 azuri se poate
Acum sau N{g) este impard sau N(g) este pard. In ambele caz P
continua algoritmul. o
Tln ) o ] .
B=oy T+ 5 8 N(z) < M

i ronti a3 daca N(gy) =2 9 2(N(g), dar
AlgOPl_tmlll Tulta pliate& -('Ont“'m'? H‘LI(I:“\:.G( este absurd. Deei cuaternmoni
at\:inm ar:'ur?)z;ltltg ?I(Ilnﬁ)(lﬁéceqltglglg dpf«ii aga ci putem Q(iric ¢ = g1.42 T P2
t‘:u'. A?(lp,,) < Ng,) si de acum s¢ t'cpetﬁ- r:l.i;mnf.amcnty ‘D e

4. Divizibilitatea in ix'xelul ‘cuaternlor.nl.q;' tlﬁntregl. efinit .
pentru dod cuaternioni infregi = gi B are loc yrlafid
o = By, respectiv o = 1B

[ o o se divide la stinga respectiv
i i mioni intresi, se sice e o se divide ga respied
o si v, sint cuaterniont intredt, S¢ ‘ ' v o et
?mti:ieeﬁ 't!a {i}lrin B, san e B este un divizor sting sau Iatsfmga respe P
o dre , s el B e divizor sting sait {8 51
o lapdreapta % tint \'”I;\ 501'{13‘5 th ]estll)i(\fit';(\n' Etlmw sau drept al i
. S ' int cit daci f cste un . gt
Se deduce Imediat ci daca
" e N(E')/N(‘;))'_ fernioni x == 0 st 3 == 0 care s¢ divid la stinga sat
finitia 4. Dol cuaferniont si o 0 care se dwid i SRS 0L
la drefz);ta wnul prin celdlall se numese cuuterniont asociaft la sting ]
H Tt F1 N s . 'O t'\
N dr%lpm;:cint(i Doi cuaternioni « si § asociabl la stinga .mlu la d:ﬁ;?t(;
onsecinid. : Ol e unitate.
difera intre ci printr-un factor drept vespectiv sting care este ¢

4 el al are (l[v 7.0 ¢Comuil. Cclnn se l](l‘d‘ C l(‘i mi ('f:l Nt mare d.l'
1 5C 4 I
. C m eit 1 'y .\ ~

vizor comun sting sau drept a doi cuaternionl oarecarc # 3
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justificindu-se cu aj i
i S ajutorul algoritmului Tui Eueli i
x‘-ff}]]"l] multiplicativ al 01|a;€el'|1innl;%::1{ ]:;:- e e b cteen
cel mai mare divizor ¢ i , potile impare. Sc sabiles :
gel mai imm}:;/.:l :inrémn st;:_:g respectiv drept a (]l)oi (‘uat(31'1~|t’{j;}r)1li]ei“':terecg‘3
L - apartine idealului sti i - ¢
il 2ol B t alulor sting respeetiv drept ge
norma minin,-':l(l?' 5,11|‘ l‘.-' \"" denmanstreazi ¢i n('(f::h egte cu;l]:al(‘p't gtlilt‘l'(?t
] i din ideal. Apoi se niai ey i mare divizor
. QL . i demonstreazi ¢ i ivi
:'(I)in:uln s!mgls:m drept a doi enaternioni in’rre:ric(?fft;](()d e ne ante ety
nal pima I wetor dr i o e
pina Ia un factor drept respectiv sting care este ()rii]]:{'ltrcte&te feter:
5. Caracteriz: aternioni i ¢ D "
. _'l‘fal;srz:.{,o;::tez;nomlog- ireduetibili. Definitia 3. ['n cuater
- gm0, este 0 wnitaie si pentru ¢ e rey ¥
e care ni e ‘ st opentru care orice reprezenta
AaE B nu este posibild decit daci o sau B este o uni it
a7 = B o ste o uniate se nwmeste
Ohservafi i ‘
servafie. Dacd norma i i
' ! K Ach a unui cnaternion i A
atuner o este enaternion ireductihbil RO GHE BITAL D,
Consecina f i :
secindd. Dacd ecuater i i
e ] ¢ aternionii intregi o si ivi
( SR ‘ ol si p au un diviz
» divil;or t la stinga § care nu este o unitate, atunci N( )5t N(B) au
comun diferit de 1 si anume pe N(S), S

Teorema 5. U ]
o . Un cuatermion intreg i i
o o g G i reg o de normd impard si .
nion. ace'lgafi ﬁ;@ ;o;) ;::;' ;’.}rmc:m _pim'??utalnl eu totlalitatea cugtemib;?l?r P:;?tt:f
. Lyt it intre ei la dreapta si i (
st /i ’ asilas i )
st N(B) sint prime intre ele sau nu v SO A
Demonstrafi :
cmonstrafie. intei
o xemor intie iin baza consecintei precedente putem afirma ci daci
T F\'(gﬁ)a sif a&: un divizor comun § care nu este o i ; aci
i N 51 S au un divizor co diferi i o NS
e N B Ivizor comun iferit de I si anu N(3).
asa ci A (d-c)m’-] :u(‘[Bt) nu sint prime intre ele. Acum este s{xfi‘cienTe,l)g N(a),
Rk i N((é)e;{ugml.a si @ sint primi intre ei la stinga si l:ad emon-
atunei Ma) si (B ¢ 1111 dprlmc intre ele. Pentru demonstratie x.bm‘ rez}c%) o
r ! atea la dreapta. Sa luam d ote un numss
Hamal At - 5é lu rept B pe r, unde » es .
v, So 5 c dre 5 e rest
it centrul algebrei cuaternionilor intregi este inehfl lil:llt?;:;}ar
ilor

{3].
Daca cuaternionii i c
i erni C e of -
avem relatia o __0;;1}1. Tt]regl 2 §1 7 sint primi intre ei la dreapta atunci
serie ! ! , en a, si B, cuaternioni intregi, asa ca Puten":

. agx =1 — Byr,
apoi
N{agon) = N1 — Bor) = (1 — Brh(l — B,7) =
(1 - ﬁa'r)°(1 - Eo"r)
N(ag).N(a) = 1 — Byr — Bor + r2N(B,)-
rice divizor prim al lui N(«) si al lui N{r) = r* divide toti termenii di
t idin

1T p ll Ll] g t p 2 s &
H m a
ellll)l H.I (l] (g t i,l Ccl € llta 1 Cu exee tla lu] 1 asa Cca un asemenea
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intreg mu esie ireductibil.

Teorema 6. Un numdr prim P consideral
Pentru demonstratie vor considera doudl cazuTi t

1. Numiirul prim considerat este

o, Numirul prim considerat este impar.
o afirmatin decurge din faptul ci

Pentru numirul prim 2
(b — ) = (1 B0 =R,

S (1 d=d).(1 7T
inr pentra un numir prim impar din faptul ca orice numar natural sc poate
pune sub formi de sumi de patru pitrate perfecte (teorema lui Lagrange)
11}, si deed sub forma de produs de doi cuaternioni conjugati.

Teorema 7. Condific necesard si suficientd ca un cuaiernion  intreg
= de formd impard sd fie ireductibal este ca norma sa. N(w). sd fic un numdr

[}

prim.

4
e

Demonsiratie. Daca N(x) este un numar prim, atunci = este cuater-
jon ireductibil, am avea = = «p

nion ireductibil, caci daci = n-ar ficunternl
eu N(a) 1 si N(B) 1 sl atunci am avea N{r) = : (o). N(B) si deci N(=)
n-ar fi numir prim.
Sa demonstram acum ca daca w©
N{x) este numar prim.
Fie = un cuaterniol
acest caz cuaternionul =

impara, au un divizor comun care nu €s
zor al cuaternionului ireductibil = trebuie si {ie asociat cu =, asa cd p este

divizibil prin =. Deci p = 7.7y $1 prin urmare p = N{(=).N(m). = nu
poate fi o unitate, caci altfel p = =7 at fi asociat cu = si deci ar
fi un cuaternion ireductibil, cecea ceal contrazice teorema 6. Trebule s avem
in mod necesar N(m)==p si N{zy) = p: de unde rezultd ¢ N{=) este
un npumdar prim, precum si ca = este cuaternionul conjugat jui T

este cuaternion ireductibil, atunci

, ireductibil ¢i p un factor prim al ui N(=). in
si p considerat ca un cuaternion intreg de normé
tc o unitate si prin urmare, ¢a divi-
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SUR L. G . o
LA DIVISION DANS L’ANNFAU DES QUATERNIONS ENTIERS

Résumdé

Dans ectte Nole Hudi
Lot by e ¢i\c(][l: ‘ll]'(ll'i\-' étudions da possibilit¢ de déterminer le quo
I a division a4 ganche { i :
st B oy (o‘(-:;-np:n.fi‘lulul"{ ou {1 (llrmu- de deux quaternions
i ; ssible dans le ion:
oo ot KOG KT ' . { demigroupe des ' ]
Gianed :I{luh?] HOTT s sont hpaires, ce qui permet la (hl"finitin:zu(‘[*lt“]:;nmm
naternions plus grand comnmmn diviseur 3 gauche ou A droi lens
q aternions (l(: nornies |nl}):lil'('h B S d(. (!P"x

"l
Lnfin on donne une condition nécessaive ¢t

quaternion entier soit irréductible suffisante pour qu’un

ON THE ISOMORPHISM OF DIGRAPHS
BY

C. SMADICI and L. SMADICI

Theorem 1. Let Dy, D, be two digraphs with the same number of nodes
and A,, A, be their adjacency matrices obtained for some arrangement of the
nodes. The digraphs D) and D, are isomorphic if and only if there exisis a per-
mulation matrizx P so that

AP = P4,

The proof results from the definition of the isomorphism for two
digraphs.

If D is a digraph with p nodes and A its adjacency matrix, let us
consider the digraphs D(1 <j < p) obtained from D by removing all
the incident to v, lines and let 47 be their corresponding matrices for the
same degree of nodes. We shall denote by @ @ b = max (a, b), « and b
being real numbers.

Main Lemma. If p = 8, then

Ad=AdpAte A°® ... A"

Proof. Let a,; be the element of i-th row and j-th column of the matrix
.4 and b; the clement of i-th row and j-th column of the matrix B =
=MD MAD A28 .. @D Ar.

Case 1:1f a;; = 1, because p > 3, it follows that there exists b1, ]
so that af = 1, where af, denotes the element of i-Uh row and j-th column

of the matrix A*, hence b; = 1.
Case 2:1fa;, =0, it follows that for all integer &, 1 < g p, df, =0

hence b,; = 0 and therefore the lemma is proved.
Now, let us consider that we know the digraphs D, and D, with the
same number of nodes and that for some order of nodes from 1), , there



