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Proof. It is enough to prove that the conditions of Theorem 2 imply
the assumptions of Theorem 1 with fa = y 4 Ta. Certainly, A, is satis-
fied due to B, and (10) : A; is implied by B,. The proof is achieved showing
that B, implies A,, « being fixed. To this end let M he a positive
number, which can depend on ¢, so that

(12) ,r)¢,,(&)(_1/) <M, n=0,1,2,.
Now fixing a natural number s, (12) gets the form :
M
(18) pa (Ll
]w (=) e S
or
(14) mmﬁ:imfd o (L=,
"N os 8 *@s 8 “

for any n €N and = 1, 2..,, 5. which shows that the condition A, is car-
ried out with 2, =0, a, =y, v, =y/s for i =0,1,2, 3,..., 5.
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O TEOREMA DE PUNCT FIX IN SPATII UNIFORME
Rezumat

_ In aceasta Noti se demonstreazi o teorema de punct fix in spatii
uniforme pentru aplicatii local contractante ; in continuare se aplica acest
rezultat pentru operatori liniari continui pe spatii local convexe secvential
complete,

FSPACES H-BORNOLOGIQUES
PAR

TRODOR PRECUPANU

Nous avons défini dans cette Note les espaces H-bornologiques
pour la catégoric des espaces linéaires topologiques H-localement con-
vexes, par analogie avee les espaces bornologiques introduits pour la ca-
tégoric des espaces linéaire topologiquies localement convexes ([1], ch. 3).
Rappelons qu'un espace linéaire topologique est dit H-localement con-
vexe si la topologie peut étre définie a I'aide d’une famille de seminormes
hilbertiennes. Conformément & la théorie générale des espaces H-loca-
lement convexes, [6],{2]§ 4 D et [7], la place des ensembles convexes est
prise par les ensembles H-convexes.

Definition 0. On dit gu'une partie M d'un espace linéaire est H-con-
vexe st pour chaque >0, p =0 et v,y =M il existe o, =0, §, > 0 avec
les propriétés suivantes :

Hy. of + B < 22 + 8,
H, ar -+ 8y € o,M,
H, oz — py & B,M.

On peut observer immédiatement qu’'une intersection de parties
H-convexes n'est pas toujours une partie H-convexe ct donc nous
n’avons pas la possibilit¢ d’introduire la notion d’enveloppe H-con-
vexe pour une partie arbitraire.

A Taide de la notion de partic If-convexe on a donné une carace-
térisation simple pour les espaces I-localement convexes ([6]. th. B).

Théoréme 0. Un espace linéaive topologique est H-localement convexe
st et seulement si la topologie peut étre définic & Uaide d un systéme fondamental
de voisinages équilibrés et H-comvexes de Porigine.
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Soient X et V' deux espaces linéaires mis en dualité par une forme
bilinéaire B. Les topologies faibles ofX, ¥) et oY, A) sont H-loeale-
ment convexes puree que les seminormes @ - | Bla. y) | ou y parcourt Y,
et respectivement y — Ble. y) . olt @ parcourt X, sont hilberticnnes. Fn
elfet. elles proviennent des semiproduits scalaires (). ay) = Blay, ) Bla,. 4)
et (o ) = Bl g} B ). B particudier. la topologie alfuiblic a(X. X'*)
est toujours Hlocalement convexe. D'autre park, si t est une topologie
localement convexe sur un espace lindaive X et % est la famille de toules
les seminormes hilhertiennes  continues pour la topologic =, alos la topo-
logic  H-localement  convexe 1 éngendrée par 9 sur X, salisfait a la

. \.“’
relation : M
A WA B Ty AT

Il suit que certaines propriétés de la topologic = reviennent aux propridtés
de la topologic H -localement convexe asocice g

Dans ¢¢ qui suit nous supposons que toutes les topologies qui  inter-
viennent sont sdéparées.

Définition 1. On dit qidun  espace H-localement convere X est H-
bornologique si toute partic H-convexe de X qui absorbe toutes les parties
bornécs de X est un wvoisinage de Uorigine dans X.

Il résultc immédiatement que tout cspace  H-localement convexe
bornologique est H-bornologique.

Théoréme 1. Pour un espace H-localement comvere séparé X
propriétés suivanles somt équivalentes :

1°. X est H-bornologique,

2% toute seminorme hilbertienne sur X, qui est bornée dans toute partie
bornée de X, est continue,

2. toul semiproduil sealaive sur X, qui est bornd dans toule partie
bornée de X, est continu,

3°. toute application linéaive T de X dans wn espace arbitraire H-
localement conveve Y, qui transforme les parties bornées dé X en parties bor-
nées de Y, est continue,

3" foute application linéaire T de X dans wn espace de Hilbert arbi-
traire. qui transfornie les parties bornées de X en partics bornées de Y, est con-
linue

. st %, est la dopologie de X, alors

To = sup {75 M(z) = M(s,))

ot par M(z) on désigne Uensemble de toutes les partics bornées dans X pour une
topologie H-localement convere =

, les

Démonstration. Pour une seminorme hilbertienne sur X qul est
hornde dans toute partic bornée, Fensemble U = {w: x| & 13 est H-con-
vexe, ¢quilibre et absorbe toutes les parties bormées de X, done (1) — (2).

~
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Si T': XY est unc application lindaive ot |- |, = | T\ |,. 1€, ou | . [,
i ez I} est une famille de seminornies hilhertiennes qui engendre la topologie
sur X, alors les semincermes {| .1 : ¢ € 1} sont borndes ou continues si ct
seulement si PFapplication linéawre T st bornde ou ('(mhm’;c: et par suite
(2) — (8). Les implications (2) — (27), (+} = (1} ct (8) — (.:5 ) sont ¢viden-
tes et Paffirmation (37) - (3) résulte par le plongement de A dans un produit
d’espaces de Hilhert ([7]. th. 2. a0 ). Enfin, compre dans le cas des ospaces
localemenl convexes, on pent  dablir quun espace  H-localenient  con-
vexe qui oo la propricté (4) est I hm'nt)lngiquc: )

Corollaire 1. Soit X un espace H-bornologique b Y un espore H-
tocalement convere. Une application Wnéaire T N = Y est confinne st el seu-
lement si elle cst econtinue par des suites. .

Corollaire 2. Tout espace H-localement  conveae  wmétrisable  ost -
harnologique. o _ o o _ ,

Remargues. 1. La condition pour que Fapplication lincaire soit hormde
peut étre remplacée par la condition dquivalenie qiiclle transforme les
suites convergentes vers zdéro en suiles borndes. )

2, §i X est un espace localement convexe, = sa topologie, alors la to-

pologic  [f-localement  convexe  associde Tor (dfinic  ci-dessus)  est

H-bornologique mais la réeiproque n'est pas toujours vraie, lon veneral,
si ¢ est la plus fine topologie H-lecalement convexe sur X pour laquelle
les parties bornées sont les mimies que pour =, alors clle est une 10}]'()1(1{;1(-
H-bornologique  (appelée e topologie  H-bornulogique .n.s-:s-m:n-r-),_ ch
vertu du théoreme 1. 4%, On déduit dliel quinne application lin¢ame 170 A
— V. o X el ¥V sont des espaces lincaires H-loealement  conveses, est
bornée si et seulement si elle est continue pour  la topologic H-hornolo-
gique asocide sur XL ' . .
' Théoréme 2. a) Tout espace quotient d'un cspace H-bornologique
par un sous-espace linéaire fermé  est H-bornolugique ; -

L) Tout espace somme directe ou produil d’une swite despaces H-bor-
nologiques est H-bornologique ; . . _

¢) Tout espace limite inductive d'une suite d'espaves H-bornologi-
ques est H-bornolodique. 7

Démonstration. Les aflirmations a) et b) résultent du Lhéoreme 1.2°%,
compte tenu des propriétés correspondantes de stabilité des t()pO,lOglCS
H-localemenl convexes qui ont ¢été établies dans [7], prop. 3. D’aulre
part, si X = )X, ot les X, sont des espaces H-localenent convexes avee
les topologics ndelytcrminées par les familles de seminormes hilbertiennes £, =
= {1, ¢, =, alors X est H-localement convexe parce (ue-on remar
que — sa topologie peut étre déterminde par Ia famille de seminormes hilber-

tiennes
3 , 2
@ == '..l . |i,c ) (=] ”jm €= (l"") ES:‘ ot |'JI L i (Z L" L ‘")”2
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pour chaque » = 2 £, S 2 AX,. En cffet, les seminormes de (@ sont évidems-
i HEN nEN
ment continucs  pour la topologic de la somme directe et inversement,
st |. | est une seminorme continue pour la somme directe, alors les restric-
tions sont continues; done pour chaque n &N ity a i, &1, et k, = 0
tels que:
I [ I = I3

ol
w | i),

pour chaque r & .X,. et

I T I % IE 'r-'l ! ;EJ{I'I" ‘rn;i" ‘\< ( 2 2"“)1]9(22" /': + L] I?:I..)II2 e ] 0 I!,(‘

nEN EER HEN

pour chaque 2 .Z.a',, &>, X, ohi- (i,)elll,. ct ¢ = (22}) s
nEN nsN AEN

c’est-d-dire ka seminorme | .| est continue pour la topologic H-loealement

convexe engendrée par 0. On voit que affirmation b} « lieu parce que cha-

que seminorme bornde sur les ensembles hbornds de X 2 X, est continue.

h - - - v r - ~ ﬂGAr

Enfin, a dernitre assertion du theoréme résulte anssitdt de a) et b).
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SPATII H-BORNOLOGICIE
Rezumat

.. Prin analogie cu spatiile bornologice introduse pentru clasa spatiilor
liniare topologice local convexe, se introduc in aceasti Noti spatiile F-
bornologice pentru clasa spatiilor H-local convexe. Pentrn aceste tipuri
de spatii sc stabileste o teorema de caracterizare cu mai multe conditii
echivalente (teorema 1) si se pun in cvidenta citeva proprietati de stabi-
litate (teorema 2).

ALMOST PERIODIC SOLUTIONS
BY EXPONENTIAL CONVERGENCE
BY
IOAN MUNTEAN

1. We discuss in this note the system ol » ordinary differential equa-
tions
(1) & = X(I, x),
where x = drjdt, the column vector » = col {#, ......r, ) tuns over R* and
X(2, ) is a given column vector function col (X, (4 «} ..., X, (4 #)) Assume
that X,: [0, + o [x R* = R, { = 1..... n, arc continuous together with
their partial derivatives X,; = 0.X,/ar;, i, ) = 1,.... n. Solutions of (1) are
sald to be crponentially convergent if therc exist positive numbers ¢ and
L such that for each pair of solutions &{t), () defined on the interval
[0, + oo [ we have

(2} | 2(t) — y(t) | < L | 2(0) — y4(0) | e™** for ¢

where |- | is the Kuclidean norm in R*.

Remark. lixponential convergence of solutions implies the uniqueness
of periodic or almost periodic solutions of (1).

Denote by M* the transpose matrix of a matrix M and by J the Ja-
cobian functional matrix 6X/dx = (X)) ;; «12.,., .- The following theorem
on ecxponential convergence is known ([4), Theorem 1):

Theorem A. Suppose that there evist a number = > 0 and a n Xn posi-
tive definile constant symmetric malriz Q such that all eigenvalues of the ma-
trie J*Q ++ QJ are < — = Then the solutions of (1) are exponentially con-
verdent.

The hypotheses of this theorem imply that for the quadratic form
V(z) = z*Qx one finds

W

0,



