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ASUPRA GROMETRIEI PROIECTIVE DIFERENTIALE A VARIETATILOR
UNIPARAMETRICE DE CONURI DE ORDINUL AL II-LEA

Rezamat

In accasta lucrare sint studiate varietatile uniparametrice de conuri
nedegenerate de ordinul al IT-lea din spatinl - proicctiv cu 2 dimensiuni
P,. Folosind mictode invariante. se construiesle o echipare invarianti a
varictittii uniparametrice de conuri, definite  prin veciniitiitile de  ordinul
intii. Aceastii echipare permite si se construiasedi o serie de tensort legati
de varictatea de conuri si sd se dea sensul lor geomelrie. Sint considerate
de asemenea Ciguri geometrice definite de acesti tensori.
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Introduction. Dans quelques travaux rvécents [1] {2], Bang-ven-
Chen a dtudié certaines surfaces pseudo-ombilicales ou minimales 172
de cowrbure gaussienne constante immergées dans un espace riemannien
£ (¢) de courbure constante e, Dans [4] Pautenr a géndralisé les résultats
principaux de B. Y. Chen pour les ¥ (0 3 2),

F* étanl une €= -variété orientable, soit = une immersion isométrique
PP B (o), 51087 satistait aux conditions suivantes :

i) la courbure riemannienne de F* est constante :

it} ln connexion normale est triviale ;

i) dans le eas ol la codimension N > 1, il existe une seconde forme
fondamentale gui possede des valears propres différentes par rapport au
ds*: nous dénommons la variété en question wne varidtd K, 1 autre part,
soit F* une vari¢té dont Pespace tangent en chaque poinl est non dégé
néré. Nous nonmunerons le p-tndex de V' le nombre des tangentes deux 4
deux orthogonales ct telles qu’il existe pour chacune de ces tangentes
une vari¢té normale quand le point: tangent varie sur la variété,

Il convient de rappeler maintenant que dans [+] nons avons ¢tabli
les résultats suivants pour un espace cliptique P, :

= Une hypersurfuce minimale Ky de P+ est soit totalement séodésique,
soit isométrique @ Pespace euclidien n-dimensionnel.

— Une variété minimale Kga n dimensions de P (N = 1) est iso-
métrique @ Uespace euclidien n-dimensionnel.

— Soit V* o P oune varidté K, pseudo-ombilicale ¢t de codimension 2.
Alors VP est une variété ombilicale dune P! ow isométrigue o Pespace eucli-
dien a n dimensions.

— Soit V¥ < PUYVA(N > 2)  une wvwriété K, psendo-ombilicale cf de
conrbire moyenne constante. Cette variété est isométrigue a Uespace enclidien
a n dimensions.

L’isomdtric est toujours locale.

Des résultats analogues 4 ceux de plus haut sont obtenus pour fes
variétés Ky, c.-a-d. les variétés A, qui sont soit minimales ou des varictes
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dont la seconde lorme fondamentale correspondante au point de courbure
moyenne [ (point qui sera défini par la suite) posside des valeurs Jpro
pres constanles par rapport au ds? Les résullals établis dans ce travail
se rapportenl a Uespace elliptique P*¥ ais il est aisé de mondrer quriils
sont aussi valables pour toute variété immergée dans un espace ricman-
nien & conrbure constante. En particalier, dans le ens d'un espace ellip-
tique P} on est conduit & une confiouration des surfaces K, dont I'exi
stence sera démontrée, Nous nous bornons ici 4 donner le

Théoréme principal. Soit K, une variété n-dimensionnelle o = : V7 =
= DU wne immersion isométriqgue de Ve dans nn espace ellipligue ¢ n 4 N
dimensions. Si = est ni winimale wi pseudo-ombilicale avee conrbure moyenne
constante, alors le p-indey de V' est positif,

L Soit PI*¥ un espace clliptique & n-+N dimensions dont on SuUppose
que la courbure a été réduite a Iunité par une homothdétie préatable o
soit =2 W — PIFY une immersion isométrique dune C4-variété n-dimen-
sionelle et orientable,

Xo(wl, 0 .o wm) ¢tant e point aénérique de V* associons a4 X, un
stplexe reetangle ou orthonormé Sk = 1AL (A B.C=0.1...n+ N)
¢t supposons que Tespace tangent dual en Xy & 7, noté par Ty, (V7). est
déterminé parv les points X, (4,4, ko1 — 1. 2,,n). o | du'y est la base
duale de Ty (V7). Dans ces conditions ln varicté 7 est, struelurde par
[ connexion

(1) AN, = o X,

ot @/t sont les T-formes de connexion assocides A Fhmmersion =, Les deux

groupes d'équations de structure powr nne variéte quelconque ¥ o priv
sont, comme on e sait, condensés  dans

(2) dpowf = of A o, o + ol =0.
Posons
(3) wh =vB. ul,

olt vy sont les cocfficients de connexion. 7 étant une variéls intégrale
du svsteme

o =0 rost=n+4+1...n-+N,
on lrouve aussitdt par différentiation extéricure

(H) Y5 ==Y

On obtient ainsi
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d A o= A o, W 4 ol 0,

. . 1 .
(3) d ol =ob Aol LY, = R, oA o,
2

¥

A s : . 1 .
of (u; (-)i /\ () f+ ﬂ_’: ..Q; = : Ifi“ w* /\ (u"_.

Rig + By =0, Ry, + Ry — o
De 1a, on déduil aussitdon

(6) R’.n: 8 8“ o S-a Sjl 4 Y et The = Yhe vie) s
¥
(7) K 2 v v Yo v -
1

Nous divons dapres [3] que b varidteé Ve ost a connevion normade triviee
sl
(8) R, =0

cloque Vo wne corhure rlemanndenne constante i

(" Ry, —= — K(38, 8, —8,35,). K — consl,
oft K estla courbure gaussicnne de V2, (En génémle & est définic par
{10) R=n1 -~ ) K

o B est la courbure scalaire),
Les secondes Tormes fondamentales o, assocides a Fimmersion = sont
définies par

(11) 0, = —{dXp dX,) = o] o' = ¥; ol o’ .

Dans Uespace Pp+Y la forme ¢ qui correspond an noint

X=X, Sz =1,
de I'espace totalement normal est alops
{12} oflX) = a" o, .

Si

¢ {(X) = pds*
nous dirons que la varicté est ombilicale par rapport au point X, Si
(18) 1" = lrace {yy;] = 0,

nous dirons que Pimmersion = est minimale. S’il existe un r tel que ¥" # 0,
le point H g P+¥, défini par
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(14) If v Xo o S Bretear de normalisation.

déerit une varidld que nous appellerons la cariété de conrbure ORCRN fysn-
ciée & = Le point M {correspondant su veeteur amilaire de Bompiani)
est le poaint de courbure mogenne ot

(15) =N ()
r

est Lo conrbure moyenne de Vv,
Lo varidt ot peewda-ombilicale si el est ombilicale par - rapport
an point de courbure movenne, ¢.-a-d. <

(16) w(ff) sels,

2. Soit maintenant X, e point eéndrigue de 1 (o XU Ty (1)
Fespace tangenl en Xo & 1 Associons a toul poinl. X, une tangente de
V. Cetle tangenle est la droite ainerique dun systéme de droites dépen-
dunt de a pummitres, Le prinder de T oest 16 nombre  des langentes
deux & deux orthogonales ot telles quth existe powr chacune de ces fan-
gentes une variété normale quand Xy varie sur la varicté, fl oest ¢vident,
que 0 g p-index < .

De la définition d'un simplexe rectangle ¢k de celle du p-index. il
résulte quon peut toujours choisir le simplexe Sy, de mamidre que les
droites des systémes  normans considérds coineident  avee p des arétes
(Xo X0 Dans ee cas. la condition néeessaire et sulfisante pour que le
systeme X, X;] soit normal est o A ' = 0. On peut done dire que. apres
un choix convenable du simplexe Sy, le p-index de 1 st ¢oal au nombre
des formes o' qui sont fermdes. On obtient ainsi le

Théordme 1. Le peinder dune varidté dimensionnelle 1 pgt égal
la dimension de la varidté si et senlement stV est isométrigue (localement)
@ un espace cuclidien n-dimensionnel.

3. b v oa beaucoup de publications qui traitent des problemes liés
aux immersions des variétés K, définics dans Pintroduction, Les résultats
Ctablis dans [+] peuvent &tre reformulés de la manitre suivante :

Théoréme 2, Une hyperswrface minimale Ky de PPV oest soit totalement
géodésique ow le p-inder est égal a la dimension n. Une varidté minimale K,
a n dimensions de PN (N > 1) « un prinder ésal & sa dimension.,

Théoréme 3. Si V* < Pr+2 oyt yne variété K, pseudo-ombilicale et de
codimension 2. alors V* est une varidlé onbilicale d'une P*' pour luquelle le
p-index est égal & n.

iV o PPN AN = 2) et une varidté K, psendo-ombiticale ot de cour-
bure moyenne constante. alors e p-index de cette varicté est cgal & la di-
mension .

4. Nous divons maintenani que la varidté Ky est wune varidlé K, sielle
est soil minimale soit wne Ve qui poasséde nne  seconde Jorme fondamentale
o(H) avec des valewrs propres constantes puar  rapport au ds?

e  LE mINDEX DN VaRIeT L

ot

Hhest alors clair que les varicteés Ky miinimales on pm:udu-uml:ili('-u](':s
avee courbure moyenne constante appartiennent a ensemble des variéteés
K,. Le hut l)l‘itll(':i]):ll de cet étude est d établir un théoreme analogue
pour tous les autres types des varidtds Koo nolées par K.

Y dant alors une varicté K, . supposons qu'on a choisi le simplexe
Ny, de manitre que JI = Xy Le caractére Ky de la varidté 17 permel
de diagonaliser toutes les formes fondamentales o, Dans ce cas, on devea
cerire ;

{17) oftl = L consl.),
(18) o = —vyhel, res=n42... 80+ N

et de (6) et (9) on obtient Eacilemient

(19) EORE =t — (I e = )R 1),
=
(20) 2ty it Ao WK S 1 =0 pour i &,

re

d

La differentiztion extérienre de (17) et de (18) nous donne respeetivenent

PE nEl __ fln+] #41 i 0
(21) of f eptl = (Y1 — i) w).
513 L i . WJFE g ELd F A+l r*
(22) Ay of + v ol Aed = Yol pwl + of el - oA e, =0,

En multipliant (22) par Y cloen [aisant la sommation par rapport 4 I'in-
dice . on obtient

(23) Svip dyn Aol + 3 (7e)® wh A wy — v Vi W A wy A
& re r+

- - - - re
T v ol A el + 2 ¥ ofth A Wy 0.
[ Fad

Dautre part, la dilférentiation de (19) donne N 7 dvi; = 0 et de ot +

rx
+ o = 0 on obtient tout de¢ suite
_ . . « = * S0 ER—
SYwel Aol = = Syfiviia el =0,
r* "

A Paide de ces relations ¢t de (19), (20) et (21) on obtient pour (23):
{ .rrt+l Y:"idﬂl _— (T;li-i-l 2 + (“ — 1) (K 2 ]) } (’er A mt}) |-
+ O R R 1) 0 nod - (g~ i) ol g 6t = 0

el compte tenu de (2), on arrive finalement i

(24) { (K + 1) 4 4+ vt d )y of =0,
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Fin notant par A la courbure movenne sealaive de ba varicéte b*, on peut
cerire "= ph. La substitution de & dans (24) donne

(25) (K 4+ 1 4 Ity d g o =0
el par conscquenl on a les cas suivants :
() d o o =0 pour loul j el l¢ prindex de B2 dual fon s

(26) (i) () K +1 4 It = 0

cb puisque 7 = 0. on déduit () it = h. ce qui prouve que = est pseudo-
ombilicale, résultal conlraire 2 Fhypothise faite.

o (B} d e =0 pour J = un ensenible [ [ non vide (] vnsemble
d lml_fli'cs) el N |1 4 Ieiit = 0 pour j & | Dans ce cas on a peindex
de 1 =& [ [ et ceet implique gue poest un nombre posilif. Mais b
dland dilférent de zéro. on a:

K+ 1
VLS D I LY . N
(55 —r[-;—-—""--—'—i e jeEl ]
!

St les valeurs propres qui correspondent au poinl I sont dillérentes, on
trouve prindex = — 1 ¢t pour Faulre valeur propre 71 on obtient
R _ K+
T .
h
On peut done formuler le

Théoréme 4. Soit V" une variété Ky, & n dimensions de P25, Ona en
général 0 = p-index de V* < n et st de p-index = r = n. alors of ) posséde

o . , ; K +1
o= r valewrs propres par rapporl an ds* qui sont égales & — i . K
o
et h étant respectivemet la courbure ganssienne et mogenne de la variété.
Si les valewrs propres sond toutes différentes, on a n — 1 < p-index € n e

dans le cas o le p-index est égal @ n — 1 Uauire valeur propre est — K41
Remarque. Dans le cas oll 0 < p-index < n on tire de (19) (ﬁ {26)

(27) %(Y?:)g +K+1=0.

La sommation par rapport & { nous donne

(28) = —n(K + 1)

ol

(29) ¢ = 2 (vu)?
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est la norme ou le carré de la longueur de la seconde forme fondamentale
de Uimmersion =. Alors K < — 1 car ¢ = 0. On peut méme dire que K <
< —1pour N =1 car K~ — 1 entraine 6 =0 et cela veut dire que
' oest totalement géodésique. Nous avons exelus ee eas pour N > 1.

4. Supposons maintenant que la variété V0 est une surface K, immer-
gée dans 2 Dans ce cas on a les relalions smivanies :

(30) ol =vhoen, o =vhel, v el vy consh.,
(31 o = el o=tk b 10

ct

(82) T Ye + vh vk = — (K + 1)

Supposons en plus que la surface F* est une surface @8 de Bianchi, ¢ -

a-d. isométrique au plan enclidicn. On devra done derire dp ! = d | o2 =
=0, ¢t de la on oblicul

(33) o = 0.
La différenliation extéricure de (30) donne & Paide de (33)
(34) ) =0,

La seule forme de torsion ¢st done nulle el cela signifie que la varicté est
a torsion gaussienne nulle. Dans ce cas les points X, X, el X, sont des
points génériques de surfaces qui déterminent unc conliguration comme
celle étudiée en {3].

Les relations (81) ct (32} nous montrent en plus que les valeurs pro-
pres qui correspondent au point X, sont aussi constanles et ccla entraine,
apres un caleul qui ne présente pasde difficulté. que les trois variétés con-
siderées sont toutes des surfaces K.

LI est aisé d’établir le théoréme d’existence de telles surfaces. En
cifet, le systeme de Pfaff 5 déterminant une telle surface est :

=0, =0,

3 __ .8 1 el S
051 T Oy Wz = Yim Wy,

= 4 4 .1 4 4 2
(85 Wy = YTi Wy Wg = Y11 Wy

oi=0, oi=20,
dyl = dvd = dvy}, = 0.
Les nombres caractéristiques de ce systéme ferm¢ sont donc
(36) r=1, s,=11. & =0

Le systeme X est alors en involution et conformément au test de Cartan
la solution générale dépend de 11 constantes arbitraires.

? — MATEMATICA, fasc, 2
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Remarque. Lc fait quela torsion gaussienne de V2 est nulle est un
cas spéeial de la propriété suivanl laquelle fa forsion gaussienne de chagque
variéld K, de codimension 2 est ndie.

Katholicke Universiteit t¢ Lewven
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PAINDEXUL UNEL VAR T
Heaumat

Fie w: V" o P2y o hersie izometrici a unei varictati V* cu n di-
mensiuni intr-un spatiu eliptic (n + N)-dimensional Priv, wp-inddexul ui
V' este numarul de tangente douit cite doui ortogonale in fiecare punct
din V" astfel ea, pentru fiecare din aceste tangente, exista o variclate
normala ¢ind punctul tangent variazi pe varietate.

Fie acum Ky o varietate ¥* cu curburi riemanniana constanta avind
conexiune normala triviala si pentru care a doua forma fundamentals
corespunzatoare punctulni de curburi medic H poseda valori proprii con-
stante In raport cu dst In prezenta tucrare se studiazi p-indexul unei ase-
menca varietati K. In particular, in cazul unui spatiu cliptic P4, sintem
condusi la o configuratie de suprafefe Ko, a cirel existenta cste demon-
strata.

ON SOME SPECIAL CURVES ON THE SURFACE OF REFERENCE
OF A RECTILINEAR CONGRUENCE. 11

BY
1, K. N, TRIVEDI & S, C, HASTOGL

Tu the previous paper [9] ol this series we |1:n't:l~;lu'(lic(l pl'n‘pcrlic»
of o curve Coop' = a'(s) ({ — 1.2, 3), on 1he surface of reference 8 ;o =
= olut) (2 =1, 2) of a rectilinear congraence represented by the unit
veelor with conbiavariant components 27 = 24 (4=} which i5 such that
2! [ds is perpendicular to X (the contravariant components ol the normal
to ). The pwrpose of this paper is to study some more properties of this
eurve. _ '

1. Preliminaries. Atany point Pa), of 5, 27 may be expressed as

(1.1} wo=pu, 4 g,

where p* and g are Lhe parameters, _ ‘
Differentiating (1.1) with respeet lo s and using the cquations of
Gauss and Weingarlen

{1.2) u Bay = deg XY,

and

e X = —dgy g 'y,

and the fact that dr'fds is perpendicular to X' we get
{1.3) drifds = (p:fa — gdys 8°%) zt u't = pY ‘",‘-{ u's
and

(1) (00 + Pdughu’s = 0,

primes having been used for differentiation with respect to .

1Y the numbers in square brackets refer to the references in end.



