SUR LA DEFORMATION PLASTIQUE PLANE DES CORYPS
ORTIIOTROPES AVEC CONSOLIDATION

PAR

V. DIACONITA

Dians ce travail on montre I'existence ct unicité de la solution (aible
du probléme de la déformation plastique plane des corps orthotropes avee
consolidation.

Le travail comprend trois parties. Dans la premitre partic on traite
de la plasticité des corps orthotropes homogénes avee consolidation dans
lesquels les limites d’écoulement augmentent proportionnellenient avee un
paramétre qui dépend de histoire de la déformation. La formulation
inathématique du probleme de la déformation plastique plane est faite
dans la deuxieme partie du travail. Dans la derniere partie. en utilisant
les résultats de Browder [1] de la théorie des opérateurs monofones
dans espace de Hilbert, on montre Pexistence et I'unicité de la solution
du probleme.

1. Considérations sur la plasticité des corps orthotropes avec conso-
lidation. Si I'on considére que la pression hydrostatique ninfluence pas
Pécoulement, alors la condition de plasticilé pour les corps orlthotropes
sans consolidation se présente sous la forme ([3]. ¢h. XI11). [6]:

K690 — 633t + Ky(agy — on)* + Koy - Gya)* 4

(1.1)
+ K63 4+ Kyon + Ky sh = 1,
olt K,; sont les paramélres qui caractérisent état. d'éeconlement anisotrope
et a,; les composantes du tensenr des contraintes,
En désignant par X les limites d*éconlement. & extension et an
slissement par rapporl aux axes d’anisotropie nous avons:
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que nous nommons intensité généralisée des tensions tangenticlles. respee-
tivement intensité généralisée des déformations de glissement. Alors. si
le corps est isotrope nous avons
(1.7) 0 — K% — K = 6K3 = 6KY = 6KY,.
et les expressions introduites (1.4) et (1.5) se réduisent a Pintensité des
tensions tangentielles, respectivement Uintensile des déformations de glis-
semenl qui jouent un role important dans la plasticité des corps isotropes
[4. ch. T1].

Nous supposons [2] quientre T et T il existe une relation de Ia
forme
(1.8) T = o(THT,

ott g(T'*) est unc fonclion caractéristique du malériel donnd,
On admet quon pent éerire (1.8) sous la forme

(1.9 F =TT,

avee f(T2) = 1/g(I'?).
De (1.3) et (1.8) on trouve

(1.10) h =B aTHl.

Pour g(T?) = 1/VBI on obtient la condition de plasticité pour les
corps orthotropes sans consolidation (3. ¢h. X1
Nous supposons que la fonetion T' = L(T) est strictement eroissante

ct done la fonction f{T?) satisfuit & la relation :

(1.11) T2 +2f(THT > 0.

Aver ln croissance de Uintensité géndralisée des déformations I'. Ia
consolidation se développe et I'intensité wénéralisée des tensions langen-
tielles augmente. De cette maniere. a chavgement dT = 0. i décharge-
ment AT < 0 ct pour dT =0 nous avons un processus de chargement

neutral. ) ‘ _
En tenant compte de (1.9} les relations entre les déformations ¢

les tensions peuvent &tre mises sous la forme

0 0 =
(g - KaK o TR o+ K)o, = Ko — Ky
0 0 :
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99 = 23
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Pour les tensions @y, 6. 635 DOUs avons le systeme d’¢quations déter-

miné par:
I. Les équations de Véquilibre. qui se réduisent a

o . o .
&G (2] [dn G

(2"—) 11 : 12 __ 0. 12 + 22 =0,
g ¢ty &y oy

1. Les équations de compalibilité. qui-en verfu de {2.3) prennent
la forme

(_-,._l — A - s -
et | BIKY, | Kgs)f( %) [on, 2:]} +

(2.6) (L 1 ‘ a2 -0 ‘
| ___-.__ ' ’TE e — G :_ o6 g Ay .-
drk {B(K:zn + I(g_a)'l( ) ow =0l | ewy i, B f(1)e, |

111. Les condiltons 2 la himite

6y, cos (. 2y) b 6, cos(n. ry) = X

Gy €08 (e 1y) - 6y cos(n, ) = X5,

2 gont les projections sur Oxy ot Oux, des forees extérienres

ot XL et X}
appliquées sur la frontitre §. et m le veeteur de la norniale extéricure.

Iin introduisant la fonetion d’Airy par

2% T ¢t
(2.8) Gy =22 GaSSome T T e T
gat ars EPy iy

les équations d’équilibre (2.3) sont identiquement salisfattes.
En introduisant les valeurs (2.8) en (2.6} on (rouve pour la déter-
mination de la fonetion n(a,, #y) 'équatien non lincaive
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T2 _] A : [i’?—@)z%*ﬁgﬁ( &2 )2 .
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Sait 1,(Q) Vespace de Hilbert des fonctions de carré¢ sommable sur

Q avee le produit sealaire ot la norme.

S, U > — sz: dQ, | ze ||2=g-w'~’d Q.
On désigne par €2 (Q) Tespace des fonctions indéfiniment différentiables
sur @ el A support compact dans Q. On introduit Pespace WE(Q) par

) o o e a0 fte
””é(Q) | 10, — — - — — = = [42(9) :
Yy €y oy ity divg o

les dérivées sont prises dans le sens de la théorie des distributions. 1. es-
pace W2(Q) est un espace Hilbert avee produil sealaive et la norme notés
par (,) et |.|
o
On désigne encore par 12 {Q) la fermeture de C7 (Q) dans W3 (Q).

o

Lemme 8.1. La norme dans W2(Q) sur le sousespace W5 (Q) est équi-
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Iei nous avons ulilisé Pindgalit¢ de Friedrichs [5. ¢h. 117 et |

. ';270 "2,‘- -2, H &
(3.4) Sl’( il —( . w_] ]dQ =0, pour we WY Q):

vt vk ary iy

mais
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K = min: ,—/!—, ]—(R'ij";— —%—t—)} K?m—-—L =0
K} 4Ky ¢ K4 + Ky Ky + Ky

(3.5) yias LT 2 L2

« est la constante de Friedrichs.,
Dautre part
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De (3.3) ct (3.6) il résulte
1
(3.8) w|2 < | B < | 2
3 | ln’g(m N lrgoy < 'w'ﬁ!%tsz)

et le lemine est démontré,
Dans ee qui suit nous avons considéré

w2 —\7"—'(:0)(19 O ey
wio) - B _K?!l -I-K"z; 2

-+ ([\"3“ . 244 ]( o% )3+ A e ¥ .
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Nous supposons que la fonction du malériel [ satisfait aux conditions:
a) la fonction f{Z% est trois fois conlinmment dilf¢rentinble dans €
L) ¢ < flE8%) < o, €, ¢y = cles positives ;
c) ¢y < fUEH) 4 2f7(E3) 5% < vy ey, £ = cles. posilives,

Considérons Popcratenr PP défini de W3Q) & L,(Q2). Pour w. v = H3(Q)
nons attachons a Péquation (3.1) la forme Dirichlet non lindaire [1]:

A o [ O r-ul o
U(TU, T.'} - . ol o ] =
B(KY 5 KY) aat o cag T
K = a4 e ,
(3.9) AT ——, ——— >
I dy 6y ity £y
_ A (T2 Tttt ot
L — f(T?) — — — :
B(KY, + KY) Tttt et
ol
(3.10) (o, v) = S FT9w) T2 (. v) d.
iy
ou
Tzp, v) = A & aro\f ¢*u P ) n
. ’ B(KS, ~ K% \ew? a2 N\ea? el
11) Ky éfw &

B gy cxy, &y da,

Définition 3.1. [1]. La fonction 10 = w(r, ) sappelle solution faible
de Pégquation (3.1), salisfulsant auwx conditions homugénes « la lindte, i

seulement si pour chague v e WYQ) on «a
(3.12) a(we. v) = =, v > avee w € IDVE(Q).

Nous allons montrer que le probleme (3.12) est éaquivalent a la solu-
tion d’'une équation fonctionnellie dans fVE(Q). De (3.10). en tenant compte
de la condition b) ct I'inégalité de Cauchy
(8.13) T*w, v) £ T(w).T(v)

il résulte

(8.14) alw, v) < ¢ w v

| o2 ] Y e
Wiy W2(0)
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L'inégakité (3.11) wmontre que pour chaque w lixé dans 1WEQ), af{w, v sl

une fonctionnelle  Iinéaire hornde sur HWHL). Du (héortme de représen-
lation des fonctionnelles linéaires sur un espace Thibert, il résulte que

pour o fixé dans WHQ), Gw cst uniquement détermind, Guw ¢ l.i','f!!.!} et

(3.13) (Gw. v) — a(w, &) pour lout v e i‘i'?(.Q).

D'autre part considérons + e L,(Q): il exisle o mnique qui appartient 4
W), tel que

(8.16) <7, v = = (w, ©).

De (3.]5)‘ ¢t (3.16) il résulte que fa rédsolution du problime (3.1) est dqui-
valente & la résotution de équation

(3.17) Gw =w, we I‘f’“.j(Q), o [ixe dans Iol’"g’(Q).

Théoréme 3.1. 87 la fonction du matériel Josalisfuil «we conditions o)
b), ¢), alors

(3.18) @w, w—v) —alt,w—v)z 2 w—1v|2 |, woe |"i"§(.(2).
Wy
Démanstration. En cffel, en posant fo = tw 4 (t—8v, telo, 1]. on u

1

a(w, w — v) — afv, w — ) =S-‘£ ] gf(TI'”(h))Tz(h, W — ) ) } i =

d].

] Q

(8.20)

a(w, @ —v)— (v, © —7) > ﬂ{ | LAk — 2152y T"’(")]di} T¥(w—v)dQ,
a o

on 2f, désigne la partic négative de la fonetion f.

Siff20, alors f,=0: dot
obtient f »oalors fi=0: dot, vo {3.20) ¢t la condition b), on
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(3.21)  afw, w—v)—alv, w—v)= CIS T w —)dll= ¢, |w — |2

Wiy
i
St <00 alors f; - J dleln ve (3.20) et condilion ¢l on oblienl
(3.22) alw, w—v)—dlt. w — v} = c,;&_fl'z(u' — U= ey — v 2.
. 1!’2,(12]
@ =

De (3.21) ct (3.22}, il résulte

(8.28)  alw, w—v)— ol w—1)2 :r"% T (w—v)dQ=o* w—1v2 .
2
. W 382)
o
avee 22 = min {¢. c3) ¢l le théoréme est démonteé.
Théoréme 3.2. Si lu fonction duw mmatérial [ satisfait wwa conditions a)
et b), alors

(3.24) e, w) 2 B {w|?
Démonstration. Fno meltant dans (3.70) ¢ = . on oblient

(3.25) alz, ) Sf( T2(re)) THw)l €2,

i1

En utilisant la condilion &) nous avons

(3.26) a(w, w) 2, R THw)dQd =p2 w2
1552y
0 -

et le théoreme cst démontré avee B2= e,

En tenant compte des théoremes 8.1 ¢t 3.2, on peut démontrer le

Théoréme 3.3. Si le fonction duw matériel [ satisfait aur conditions aj,
bj, ¢), alors

1. Lopérateur G est sirictement monotone.

2, L'opératewr G est coercilif.

3. L'opératewr G est demi-continu.

Démonstration, 1. 51 U'on tient compte de (3.13) on obliemt

(Gw, w0 — v) = a(w, w — v),
(Gv, w — ) = afv, w — v),
mais, vu le théoréeme 3.1, nous avons

{3.28) (G —Gv, w—v) 2 | w— v |2 .
UB-Te]
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Cela prouve que Vopérateur & cst strictement  monotone.

2. Puisque «fw, w) — (Gw, w), sclon le théoréme 3.2 il résulte
(Gw, w) 2 B Lw *
W)
don
(w, w
(.'5.2!)) - : 20) — @ quaned | o=y =t 00,
| E

c-est-a-dire 'opérateur & est coercilit.

3. 51 on tiend compte de (8.14) ¢t (3.13) il vesulle que Fopdralear
€ est bornd, Powr monlrer que Fopéralear ost demicontini, on démontre
que pour chaque suile w, convergenle vers w dans WHQ) il exisle une
sous-suile de Gw, convergenle faiblement a Guw.

De ce théoreme el aussi du théoreme de Brow der |1} 1l résulie le

Théoréme 3.+, Si la fonction di malériel { salisfail auy conditions a),
b}, ¢), alors le probléme de lu déformation plastique plane pour les corps ortho-
tropes avee consolidation admct wne solution unigue, fuible, appartenant

Cespace l«f’ﬁ(Qz).

BIBLIOGRAPHILE

L Browacer 1 P — Variationel boundary velue prebloms for elliplic equations
arbitrary order, Proe. Nat, Acad, Sci. UL 8. .\, 50 (1968), p. 81 —475.

2. Diaconila V., Sur la torston plastique des barres orthotropes, Bull, Acad. Polon,
Sci Ser, Set, teehn,, XIN, No. 1 {1971}, p. 32— .40,

8. Hill W, — Matematicheskaye teoriya plastichnosti, Moskva, 1956,

L Kachanov M. 1., . (Osnovy leorii plastichnosti, Moskva, 1969,

5. MikhIin 8. G, — Problema minimuma kvadratiehnogo funk{ionale, Moskva — Lenin-
grad, 1952,

G, Olszak W, Urbanowski W, The plastic potential and the generalized di-

stortion energy in the theory of non-homoegeneous awisolrapic elastie-plastic bo-
dies, Avrch. Mech. Stos, 8 {14536), p. 671 — 60|

ASUPRA DEFORMARIT PLASTICE PLANE A CORPURILOR ORTOTROPE
CU CONSOLIDARE

Rezumat

In aceasti lucrare se considerd problenia exisltentei si unicitatii so-
lutiei problemei starii de deformare plastici plana pentru corpuri orto-
trope cu consolidare. Se considera acel tip de consolidare in care limitele
de curgere cresc proportional cu un parametru ce depinde de istoria de
deformare. Teorema 8.4 aratd existenta si unicitatea solutiei slabe a pro-
blemei puse.

ON THE EXISTENCE AND UNIQUENESS OF THE SOLUTION
O A BOUNDARY-VALUE PROBLEM IN THE THEORY
O INCOMPRESSIBLE MICROPOLAR  FLUIDS

BY

VALLHIE 5AVA

1. Introduction. Theories of Lhnds with deforiable wicerostructure
were given by Eringen [Ifand Allen, De Silva and Klinec
13]. A subclass of thesc fluids is that of the micropolar Huids defmed by
Kringen [2] . ) .

The purpese of the present paper is to define the weak solution of
the boundary-value problem in the stationary case and homogeneous boun-
dary conditions, for the incompressible micropolar fluids. as they were
defined in [2], and to prove the existence and the uniqueness of the so-
lution. In Sec. 2 we give the basic equations and the houndary condition
for the theory of incompressible micropolar [luids. The functional spaces
are introduced and the weak solution for the boundarv-value problem is
defined in Sec. 3. In Sec. 4, the existence and uniquencss of the solution
is proved.

2. Basic Equations. Throughout this paper we employ a rectangular
coordinate system x,, a5, &3. All vectors are referred to this system. A
comma represents partial differentiation with respect to space variable
¥, and a superposed dot indicates material diffcrentiation.

Now we list the basic equations in the linear theory of mmcompres-
sible micropolar fluids.

(2.1) v,; = 0,

(2.2) by + oy —v) =0,

(2.3) M + Spuds + olly — aPey) =0,

(2.4) t; = — 78y + wlogy + v + B — e 90 -
(2.5) My = 49,8y + Boy; + Y. -
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