CONTRIBUTION A L’ETUDE DES GROUPES BITOPOLOGIQUES
PAR

T. BIRSAN

La notion d’espace hitopologique a ¢té introduite en 1963 par J. (.
Kelly [18]: un espace bitopologique est un ensemble X muni de deux
topologics =, et =,. Des propriétés de ces espaces se sont oceupés J. C.
Kelly [13], P. Fleteher [6], J P Lance [15 W. J. Per-
vin [17] et autres.

Dans cette Note nous définissons les notions de groupe hitopolo-
gique ct semibitopologique aprés avoir cnlrepris une élude générale de
ces espaces. Les résultats obtenus sont analogues aux résultats des groupes
topologiques et les généralisent.

§1. La notion de groupe bitopologique. Propriétés élémentaires et
examples. Les notions de groupe semibitopologique et de groupe bito-
pologique, introduites, sont les correspondantes bitopologiques de celles
du groupe semitopologique [10] ¢t du groupe topologique, respecti-
vement.

Dans ce qui suit on désigne par G un groupe arbitraire ¢t par ¢ son
¢lément neutre. De méme, on emploie la notation multiplicative pour la
loi de composition définie sur le groupe.

Définition 1. On appelle groupe semibitopologique un groupe G muni
de deux lopologics =, et =, vérifiant les conditions sutvanics :

L. pour toul «=G, v— ax v G est une application continue de (G,
) dans (G, ) ;

I'. pour tout aca G, 2 — aa est une application continue de (G, )
dans (G, ©,);

I1. Papplication x— x~! est un homéomorphisme de (G, =) sur (G, <)

On peut caractériser les groupes semitopologiques dans le language
des voisinages de la manieére suivante:
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Propesition 1. Soient (G. <. =) un groupe semibitopologique et @,
(resp. By} un systeme fondamental de votsinages owverts de e par rapport o
T (resp. =) Mors, on a

1 eslU, pour it U. s @B (i=1,2):

2} ponr touf volsinage U, € B (1= 1. 2) ¢t pour tont o= Uil existe
Vi € B, de sorfe que xVy = Uy (dans le cas i = 1) ot Vi < U, (dans Ie
cas 1= 2} ; 1

3y ponr fomdt U, B, i yu U, =@, de sorte que U0 = U
b=, B0 ==,

Réciproquement, étant donndes dewa bases de filtre B, el B, sur un
groupe G qui satisfont aux conditions 1), 2) et 3).01 y a dewr topologies
Ty el Ty swr G ode osorte que (Goo= 7)) estoun groupe semibitopologique ot
By (resp. By) est wn systtwe fondamental de voisinages ouverts de e par rap
port & =y (resp. <), De plus, pour tout a € G aB, (resp. Bya) est un sys-
tiwe de voisinages owcerts de a par rapport @ < (resp. <) el done les m;'m-
logies =, et <, sont uniques. -

La proposition est une conséquence des deux lemmes qui suivent.

Lemme 1. Seoicnt = wune lopologic sir un groupe G de sorte que Cap-
plication v — ar soit confinue powr foul a & G of B un systéme fonda-
mental  de voisinages owverls de e dlors : '

1) e s U powr toed U = B

2) pour lout veisinage U & B el powr tout v & U, il eaiste V@, de
sorte que Vo e U,

Réciproguement, célant donnée une base de filtre B sur un groupe G
qui satisfait aux econditions 1) et 2), il y a une topologic unique = sur G,
de sorte que Papplication v — ar soit continue et B est un systéme  fonda-
mental de voisinages owverts de e el, enfin, pour tout point a & G. B est
un systéme fondamental de voisinages owverts de a.

Cet ¢noncé est une simple modification du théoréme 2 |11, p. 207,

On démontre facilement le

LEml‘ne 2. Soient =y et =, dewn topologies sur le groupe G. de sorte que
@ = ax soit une application continue de (G. <) dans (G, =) et v — wva soil
une application continue de (G, =) dans (G, <,). Solent B(i= 1. 2) une
base de fillre 0fe) de voisinages de ¢ relatifs a .. Alovs les assertions sui-
vantes sonl équivalentes :

17 Papplication x — ™' est un homéomorphisme de (G, =) sur (G

2° (@, (o)) "' = Dyfe):

3" powr tod U, eB. il y a Uy € B, de sorte que U7 = U, oit
i =1, 82,1 £ 3. '

Voici un exemple de groupe semibitopologique :

Lremple 1. Soit le groupe symétrique S;: on note ses éléments par:

(T 2 3 (1 2 8 1525l
.S'IT . "':.’ ‘ N .3'3— "
1 2 3 2 3 1 ('3 ) 1]

PR

>
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) AR & 1 2 3 1 2 3
8= .8y i K .
(2 1 3] (3 ) 1) (1 3 2)
Soient. comple tenu des notations de la proposition 1.8, — @, = P, 5417
Les conditions 1), 2)h 3) de cette proposition sont vérifides, car ¢ =5,
et (B,) 1 = W, On peut constater que tes topologies =y ¢t 7, ne coincident
pas, bien que Pélément neutre o le méme fillre de voisinages, par rapport
a ces topologies ¢ en cffet, 5,8, = {5 w et By 5 = 180 s5ih )

L’exemple préeédent suggire la nécessité de préeiser. dans Phypo-
thise @,(e) = @yle), les conditions dans lesquelles on a7y = =, Cest e
but de la proposttion suivante qu’on trouve dans [4}, ¢h. I § 1. exer-
cices 2 ct 3,

Proposition 2. Soient B, et B, dewr bases de fillre cqueivalentes sur G
satisfaisant awr conditions 1) et 2) de la proposition 1. Alors les asserfions
suivantes sont équivalentes

1° 7, = w7y, =, existent en vertu du lemme 1) 5

2% pour tout a &G et V& V() on a alut & Vie): _

37 pour toul « € Grv — xa est une application conttnue de (G, =) dans
(G, =)

1 powr foul a &G v — ar est wne application continue de (G, =,) dans
G, ).

Définition 2. On appelle groupe bitopologique un groupe G wuni de
dewr topologies =, ¢ =y vérifiant les condilions suivantes :

Lo (o, y) —ay est un application continne de (G G770 7 X <y}
dans (G, =0 )

1. & — o7t est un homéomorphisme de (G. <) sur (G ).

Remarques. 1) Dans un groupe bitopologique les applications @ = aa
ol — aa sont des homdéomorphismes de (6. 7)) (1 = 1. 2) ¢t on a, pour
oul poinl « €6, a@{e) = @fe)a et a@xfe) = Dfe)a.

2) Fvidemment, un groupe bitopologique est également un - groupe
semibitopologique. Réciproquement, si (G, 7, =) ost un groupe semibi-
topologique et (0. y) — @y est une appheation continue de (G xG, 5, X 7))
dans (6, =) (ou de (G XG. 7, x7,) dans (G. 7)) alors, en vertu du fait
que & = r ' est un homéomorphisme de (G, =) sur (G. =), {G. 70 w)
estun groupe bitopologique. . '

3) Les liltres @ {e) et @y(e) de voisinages de ¢ ont les propri¢tds sul-
vitnfes

17 e & U, pour tout U, &@(e) (t=1,2): ) o

27 pour U, &@(e). 1l existe V', & @) de sorte que VV.e Gis

I 2).
37 pour tout « £G et U, & @ie) on a aa ' e @) (i = 1. 2):
1 [D(e)] 7" = Dife). _ el
Ces quatre propriét(s sont earactéristiques. Nous cnctiors I'(roned
eomplet de ce résultat habituel.

-
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4) Compte tenu de la proposition 2 et des remarques précédentes,
on voit gue dans un groupe bitopologique =, = <, si et sculement si
Dile) = @Dye).

5) Si(G, =, <)) est groupe bitopologique, alors (G, et (6, 1) sont
des groupes semitopologiques [10]. i

Voiei quelques exemples de groupes bitopologiques :

Ezxemple 2. (R D, 8). Cest-a-dire le groupe additif B muni de Iy
topologie inféricure = {g@ ) | {(a, + ) ; v & R} etla topologic supé-
meure & = {@} {J{(— o0, 2): » & R

Egemple 3. (R. =, =), ¢est-d-dire le groupe additil £ muni de la
topologie = qui a comme base la famille {(# — < a]l: e >0} et Ia topo-
logie ©+ qui a comme base la famille e, v+ e): > 0},

On délinit [3] Padhérence bitopologique d’une partic 4 d'un espace
bitopologique (X. <. ,) comme VUensemble A%% — 4% N A, L’ensemble
A est fermé (bitopologiquement) si 4 = ™™, Op peut introduire la no-
tion d’ensemble ouvert (hitopologiquement) comme une partic 4 de sorte
que A = TInt,., A = Int, A | Int, .

Remargues. 1) Dans un groupe semibitopologique (G, =,. 7,) on u:
a) (A™)™! = (471", car application o —2~ est un homéomorphisn e de
(G. =) sur (G, =,);

b) (™)1 = (T,
2) Dans un groupe bitopologique, si A est fermé (bitopologique-
ment), alors #4, 42 ont la méme propriété ; car, par exemple :

ad = a(A™ N 1) = (@d™) M (@4) — 74 M ad™,

c’est-a-dire x4 est fermé (bitopologiquement). Un résultat similaic est
valable pour un ensemble ouvert (bitopologiquement).

D’une maniere habituelle (par exemple [11, p. 46]) on peut démon-
trer la

Proposition 3. Dans un groupe semibitopologique on a :

= N AV,. A= N 4, A" = N (VA My,
V,eqyz(e) V,ec))l:w VEQ}’I{?)

§ 2. Séparation dans les groupes bitopologiques. Proposition 4. T out
groupe Patopolog?qwe est rc:’apragumpc’-nt régulier, _ )

Démonstration. Tl revient & démontrer que pour tout point @ G il
¥ a un systeme fondamental de  <)-voisinages qui sont =,-fermés et
un systeme fondamental de =,-voisinages qui sont < -fermés. Tl suffit
4 c¢ but de considérer senlement le point e €G. Soient U] & q)\(e) ct V, &
SV (e) de sorte que 111, = U,. En vertu de la proposition 8, il résulte
que 1™ < U,. De méme, pour tout Uy e @yle) i) v a Vye @,y(e) de sorte
que V," < U,.

R
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Par conséquent un  groupe hitopologique est un réciproquement
Ry-cspace [3] et done, en particulicr, i} est un réciproquement. R, - es-
pace [3]. [16]. Mais, en général, un groupe semibitopologique nest pas
réciproquement Ry-espace, comme c’est le cas de Pespace considérd dans
Pexemple 1. _

Précisons maintenant les notions qui interviennent dans les propo-
sitions qui suivent.

On dit q’un espace bitopologique (X, <, =,) est un )

— réciproquement Ty-cspace, si pour toute paire de points 2, y e X,
v # y, ilexiste un t-voisinage ou un t,-voisinage de 'un de ces points
qui ne contient pas Pautre point [16]; ! . )

— réciproquement T -espace, si pour toute paire de points 2. y €X
v # y, il existe un <-voisinage ou un t,-voisinage de @ qui ne contien’
pas y [16]; ) ] 1

~ réetproquement  Tyespace, si pour toute paire de points , ye&X,
@ # ¥, il existe un =,-voisinage de a et un =,-voisinage de Y Ou un T,-volsinage
de ¢t un 7-voisinage de y sans point commun [14, définition 1—3j, [3].

Si on remplace dans ces dcfinitions le mot ,ou* par et on obtient
les trois définitions nouvelles: On dit q’un espace bitopologique (X, =)
est un

— réciproquement Ty-cspace, si pour toute paire de points x, 5 e X.
x # 1y, il existe un <-voisinage (1 =1,2) de 'un de ces points qui ne
contient pas I'autre point ; . ‘ .

réciproguement  T'i-espace, si pour loute paire de points @, y € X,
@ # y. il existe un <-voisinage de a(i = 1, 2) qui ne contient pas  (on
(G. =) est un T -espace, i =1, 2);

— réciproquement Tyespace (réciproquenient Hausdorff). si pour toute
paire de points 2, y€ X, @ # y, il y a un Ti-voisinage de a(f = 1, 2) et
un T-voisinage de y(3 =1,2, § # ) sans point commun [13].

Proposition 5. 87 (G, =, 75) est un groupe bitopologique, alors les con-
ditions suivantes sonl dquivalentes

1°. G est réciproquement Ty-espace ;

2°. G est réciproguement T -espace ;

3°. G est réciproquement T,-espace.

Démonstration. Comme on a 3° = 2° = 12, il suffit de démontrer que
1° = 3° Solent @, y €, & # y. Fn tenant compte de la hypothese, il
cxiste, par exemple, 7, & @ (e) de sorte que, par exemple, & g aV, et
y € aVy. Soit Uy € @(e) de sorte que U, U, V. Alors a = al,. y € yUi?
et alU, N yUT' =&, En cffet, si, par absurde, il y a z = av, = ywy', ol
vy, w0y € Uy, il résulte que i = 2w, = a0, € 2U U, < 2V, Mais cela est
impossible, car y ¢ aV,. _ .

Proposition 6. Si (G, ), v;) est un groupe bitopologique, alors les con-
ditions sutvanies sont équivalentes :

1° G est réciproquement Ty-espace ;

le}=N{ViNV Viea) V, s el :

3° {e} = {em N {e}™, Cest-a-dire {e} est fermé (bitopologiquement).
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Démonstration. 1°= 2% Soit x &G, v # e, 1l existe V), < ,(e) de
sorte que @ g V) ou il existe 1y & @e). de sorle que @ gV, Dans les
denx situations on a w @& 1, N Ve done 2 eV V, N Ve Vige@Dile).
Vye Dye)}-

29 530, Soit w&S G, @ @z e, Mors a7 # e, et en vertu de Fhypothise.
P EN W, N V) Iy a0 par conséquent. Ve @ye) et V, & @ye) de
sorte que x 1V, ou TtV 1l suit que ¢ g al) ou eg Ve, Done
waE{eTonadE]e]® dest-adire r g {e}™ ) Lel™ T résulte que jg =
— {(’—}T‘T’_

3° = 1°, Soit, cn premier liew, v &G, @ # ¢ Alors 2 @2{e?™" N e}
donc e e —Jelmouasel — ()™ Clest-a-dire aes Int (G — {e]) ou
@ & Int., (G— {el) Tl en résulte quiil existe 1, € @,(2) de sorte que V, <
cG— {e} ou V, & @) de sorte que V,eG — {el. Done eV, &@y()
ou e bV, & @yr).

Soienl maintenant @, y &G, w# y. Alors ay™' # ¢ ct, en vertu de
la premicre partice, il existe 1V & @ (ey™") de sorte que eV, ou V&
=@y~ de sorte que edg bV, Tl résulte immédiatement que vV ye
< @,(2) ety 1y ou ashys Wila) et y &1y, Done le groupe Dito-
pologique & est réciproquement T,-espace.

Ln suivant pas a pas les démonstrations des propositions 5 et.6 ¢l rempla-
ceant partout ,ou* par, ct™ on obtient les propositions 7 et 8 respectivement,

Proposition 7. Si (G. =, =, est un groupc bitopologique, alors les con-
ditions siivantes sonl équivalentes

1° G est réciproquement Ty-espace ;

2" G oest réeiproquement Ti-espace

3° G est réciproguement Tyespace.

Propoesition 8. S¢ (G, <. =} est un groupe bitopologique, alors les con-
ditions swivantes sont équivalonies

17 G est réciproquement Thi-espace :

S s Q_JIVI: V)€ o)} = MiVe: 1 & Wle) |t

# fej={e)" = {e]™

Remarques. 1) En lenant compte de Ia proposition 4 et des propo-
sitions préeédentes on a: le groupe hitopologique (G. =y, 7,) est réeipro-
quenient Ty-espace (réciproquement Tir-espace) si et seulement si {e} =
= N (V7N % (respectivement. {e | = N V™=V

2} Le groupe bitopologique (R, 27, &) est réciproquement 1, - espace,
mais non réciproquement Ti-espace.

§ 3. Sous-groupes d’un groupe bitopologique. Soient (G, 7). =) un
groupe bitopologique et JI un sous-groupe arbitraire de G. On peut voir
facilement que (I, = (VI =, N H). ol =, NH{i=1.2) cst la trace
sur I de la topologie =, est de méme un groupe bitopologique. 11 s’ap-
pelle  sous-groupe  bitopologique ou sous-growp du groupe hitopologique
donnd.
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Proposition 0. a) S¢ I el wn sous-groupe de (G 7y 7o) alors son ad-
hérence bitopologique H=% esl également wn sous-groupe.

b si en outre I est sous-groupe normal, alors H=% o5t sous-gronpe
normal.

Démonstration. 2) Soient «. b & I, Mors o he I et he H,
Done (a. by & I+ xIl= = JT <0 — 1, 2) el par conségquent alr = I (i -

-1, 2), 11 résulte que ab = 1o,

Soil. aez II7w, Alors o€ {7 = 1. 2) ot par conséquent o' & Il
(i =1,2) (en effet. si e H» alors a & (™)'= ()= I 1l
résulte que a™' & 7.

) On démontre que pour tout @ € 6 on axdive v 1 = o 1abord
on remaique que Uapplication y—wya™! est conlinue par vapport & (i =

- 1.2). Alovs alfvea ™t o wHae ™1 = = (i = 1. 2). Done alf=% 0t < 2dl=
e Ve Hufio =1, 2). 11 vésulte que wHm= 071 = i,

Remargue. Tl csk elair que I+ et H™nesont pas, en géndral. des gron-
pes. Par exemple, sioon prend le sous-groupe = ¢ | du groupe bitopolos
gique (R, &. &). on =« MP={ - o, o] ct o> o, + o).

Proposition 10. Ladhérence bitopologique de Ve d est o sous-groupe nor-
mal fermé (bitopologiquement). = compacl (1 - 1. 2) et réciproquement com-
pact [21.

Démonstration. Soit II = 1e¢ 7. En vertu de la proposition pré-
cédente I cst un sons-groupe normal, 1 est (vident que JT est fermé (bi-
topologiquement). Maintenant, démonstrons sculement e fait que M oot
7,-compact. 81 % est un recouvrement de H ~j-ouvert. alors ity a De %,
de sorte que ess D. 1l suit que e & D (YD Mais. en tenanl comple de
ta proposition 3, If = N {V NV Ve le)} Done H = DY D71 et
cn particulier, I c D. Clest-a-dire {2} est un sous-recouvrameit ini
de 2.

On peut formuler la proposition + [+ ch. 111 § 2] el Ia proposi-
tion 7 [11, p. 3+ sous nne forme plus géncrale.

Lemme 1. Soient un groupe G el une fopologic sur G de sorte que
Capplication @ — ax soif continue powr tout ¢ & G. ST H est an sous-growpe
de G ayant un point intéricur, alors I cst un sous-graupe owvert et par con-
séquent fermé.

Proposition L1. Soient (G, =,, =,) un groupe semibilopalogique et I un
sous-groupe de G. Alors:

a) H est zrouvert (1= 1,2) si et seulement si Tnt H £ &, Dans ce
cas H est également t-fermé ;

by H est ouvert (bitopologiquement) si et sewlement si I est =y-ouvert ou
To-onvert.
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Démonstration. a) Celte partie résulte en utilisant le lemme 1.b) On
peut voir que H est ouvert (bitopologiquement) si et sculement si Int Jf

U Int H # &,
Corollaire Y. Sovient (G, =,, =,) un groupe semibitopologique et If =

2]

= UV VYy* le groupe engendré par un <, -ou tyvoisinage V de e.
1

Alors H est zi-ouvert el done tyfermé (i =1, 2).

Corollaire 2. Si (G, =, 7,) est un groupe sewmibitopologigue, qui a lune
des propriéiés suivantes : a) G est ti-connere; b} G est zyconnere, ¢) G est
conncre (bitopologiquement) [17], alors G = (V) V)" ou 1V est un <, -

i
v Ty-voisinage de e

En suivant la méme voic comme dans la proposition 6 [4; ch. 111,
§ 2] on a la

Proposition. 12. Dans un groupe bilopologique (G, =<, =) la compo-
sunte connere (bitopologiquement) [I7] K de e est un sous-groupe mormal et
Jermé (hitopologiquement ). La composante connezre dun poinl 2= G est Uen-
scinble oK — K.

Démonsiration. Fn coffet, si e K, alors ¢ 71K cst un ensemble con
nexe (bitopologiquement) et contient ¢. Par conséquent. K7'K < K et
donce K est un sous-groupe de 6. De méme K est sous-groupe normal,
puisque, pour tout #&G. Fensemble aKa™! est connexe (bitopologique-
ment) cl contient ¢, done rKaz™1 < K. Kn outre, compte tenu du théo-
reme & [17], K est fermé (bitopologiquement),

La derniere assertion de la proposition est évidente,

Remarque. On peut considérer la composante connexe K; de ¢ par
rapport a7t = 1, 2). Conformément, 4 la proposition 6 [4; c¢h. III,
§ 2] —car la démonstration de cette proposition ne fait pas appel & Pappli-
cation x - & ' — K, est un sous-groupc normal de G ~-fermé.

Si (G, 7, 1) est groupe bitopologique, alors K, == K,. Iin cffet, en
tenant compte du fait que ¥ —.u&71 est un homéomorphisme de (G, =,)
sur (G, 7,), on a K, = (K,)"! = K,.

L’exemple suivant montre qu’il est possible que K # K, = K,.

Exemple 4. On considére le groupe additif X = {0, — 1,1} muni
de la topologic IMX = {@, {1}, {0. 1}, X} et la topologic § N X =
—={g, { -1}, {0, 13, X {. Il est groupe bitopolegique (en outre il
cst un sous-groupe de (R, &, &)). On vérifie facilement que K, = K, = X
ct K= {0}

§ 4. Groupes quotients d'un groupe bitopologique. Soit H un sous-
groupe normal d‘un groupe . Soient G{H le groupe quotient de G par
rapport & la relation d’équivalence définie par » 'y & H et ¢ Dapplicati-
on canonique de G sur G/H. Si G est muni de deux topologies 1,
et =, on nole 71, respecitvement =, leurs topologies quotients.
Alors l’application ¢ est un homomorphisme continu (bitopologique
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ment) de (G, 7, ) sur (G/H, 21y To)e Iin supposanl que (G. T1s :rg) ;}sl
aroupe semibitopologique, il résulic que application ¢ est ouy c1l$ ( -
Eopologiqucmcnt), car, si D& =i =1, 2.). alors DH =HD e r, ef pwm
suite D = ¢ (D) & 7. De maome. si @Bl =1, 2) est un systeme fon‘dzl-
mental de voisinages de ¢ par rapport i T, alors o(B,) cst un sysleme
fondamental de voisinages de e par rapport & <. -

En utilisant ces considérations standard on peut vorr aisément que,
st (7. = 72) est un groupe bitopologique (semibifopologiquel. :.;hn.xl:(./ﬂ,
7. T,) st aussioun groupe bitopologique (semibitopologique). Gn dil que
((};.'H, ), 1) est le groupe quotitnt de (G, 7 T.) par rappot! .

. Proposition 13. Dans un droujic bitopologique (G, =,. T ). fe dromgu
quotient est réciproquement I -cspace st el seulement st I est aon sous-groupe
normal fermé (bitopologiquement).

Démonstration. Si GIH est réciproquenient. Tp-espace, alors, on vertu
des  proposition 5 cl G, Pensemble { e} est fermc (lnlnl-falngl'qmm(-ni').
Comme Papplication ¢ st continue (bifopologiquement), il résulte que
H = o 1({e}) est fermd (bilopologigquenient).

Drailleurs, si M est formé (bitopologiquement), alors G I est ovvert
(bitopologiquement), d'oli, parec que @ csl ouvert (lntol-(.loglqmlh:clii):
GIH — {é} = oG — H) cst ouverl {bitopelogiquement, donr(-_ {e} ot fermé
(bitopologiquement) et par suite G/H est réciproquement T'p-espace.

Proposition 14. Dans un groupe bitopologique (G. =1, 75) le groupe
quotient GIH est groupe topologique discrct st el seulement st I est un sous-
groupe normal ouvert { bitopologiquenient ). . . _ '

Démonstration. Si G/H est groupe lopologique discret, alors =, = Ty =
= P(G/H), d’on {e} est ouvert. Parce que ¢ cstune application continue
(bitopologiquement), il résulte que H = »1-({e}) est ouvert {bitopologique-
ment). ‘ . . —

Si H est ouvert {bitopologiquement), alors {e} est aussi ouvert (bi-
topologiquement), parce que I'application o est ouverte (bltopolojgl-
quement). Comme {e} = Int;, {e} U Intg, e}, il rcsulte qu au moins I'un
de Int; fe} et Int., fe} est non vide, par exemple le premier, Mals alors

ol = Int; {e}, {é} est 7-ouvert et par suite {¢} est également Tp-ouvert.
(e} (! A

j a-dire = - 1 dé T tre assertion.
Cest-d-dire =, = =, = (P(G[H), cc qui démonlre no ‘ ’

’ Le lemn:e et T proposition qui suivent sc démontrent de la méme
maniere comme leurs correspondants des groupes topologiques f9l. -

Lemme 2. Soit (G, =y, 72) un groupe bitopologique. St A est T,-fermé
et B z,-compact alors AB est T,-fermé.

Proposition 13. Si H est un sous-groupe normal =,-compact ¢t Fycom-
puact du groupe bitopologique (G, =, =), alors Papplication canonigue est
Sfermée.

3 — MATEMATICA, fase. 2



306 T, BIRSAN 7

Proposition 16. Si K cst la composanie connere (bitopologiquement) de
¢ dans le groupe bitopologique (G, =y, v, ). alors le groupe quotient G[K est
réciproqucinent Tp-espace ¢t totalemeni discontinu [ 1], ’

Démonstration. Iin vertu de la proposition 1%, K ot SOUS-Zroupe nor-
mal fermé (bitopologiquement) ct done, comple ienu de la rf)l‘()p()s.'iii()ln
13. 1l est réciproquement T'y-espace. Diailleurs, en verlu du théoréme 5
[1], G/IK cst totalement discontinu (bitopologiquement),

Proposition 17. Soient (G, 7). =) un groupe bitopologique ot I un
sous-groupe de G (il n'est pas nécessaire que H soit normal ).a St H et GII
.;‘Z?ztm;’g;jﬂ‘u:ws {bitopologiquement) alors (G, =y, =) est conmexe (bitopologi-

Démonstration. Des hypothéses de cette proposition il suit que alf
est un ensemble connexe (bitopologiquement) pour tout 2 €G. Alors (G
71: 72) est connexe (bitopologiquement) en vertu du théoreme 4 [1].

Comme la propoesition 20 [11; p. 61], on démontre la

) Proposition 18. Soient et M deua sous-groupes normauz :
bitopologique (G, =, =) tels que G = M. Alors ?}.'ﬂlpea-t Iaov?zéoeno:-;l;;zegw(%?;ﬁ
pologiquement) & (G/H)|(M H). '

§ 3. Structures uniformes des groupes bitopologiques. Partout dans
ce pa{ragraphe, (G, 7y, =) cst considéré groupe bitopologique. On note
I = -".(nli.y) ;v.n‘lye B et}} — {(.3.', ylyyr el ] (i=1,2); de méme,

i =1V 1 eff(),-(c)} et Ut = {17; V. @ @(e)} (i =1,2). On démontre
facilement que 2% et % = 1. 2) sont des structures quasi-uniformes
sur G. On peut voir que 7 ct (4 sont structures quasi-uniformes con-
juguces ; on dit que la paire (@3, 3) estla structure réciproquement uni-
Jorme gauche sur G. D’unc fagon similaire on dit que la paire (4, %%
est la structure réciproquement uniforme droite sur G. La paire de topoli,ogigb
fl, <) (}lpmg_é@ sur & est compatible avec chacune de ces deux sthructures.

es apphications & — ar et @ — ra sont des isomorphismes de Iespac
A3, U (ou G, UL, AU3)) sur lui méme. Enfin, I’aplﬁication x —rl?viliatcazt(g;
isomorphisme de (G, @3, @3) sur (G, @S, UY).

La proposition suivante apporte une précision en ce qui concerne
les propri¢tés de séparation des groupes bitopologiques.

Proposition 19. Tout groupe bitopologique est réciproquement complé-
tement régulier,

_Démonstration. On a vu que tout groupe bitopologique est quai-uni-
formisable [15]; ce fait est réalisé par la structure réciproquement unifor-
me gauche ou droite. Alors, en vertu des théoremes 1 et 2 [6] ou du
théoreme 4.2 [15], le groupe bitopologique est réeiproquement compléte-
ment régulier.

‘ Un_espace réciproquement uniforme (X, @, @(™?) est quasi-pseudo-
métrisable s’il y a une paire (p, ¢) dequasi-pseudo-métriques conjuguces
de sorte qu’elle induit sur X la structure réciproquement uniforme { U, 'T:Z{“)j

Le lemme suivant est connu [7] et se démontre en utilisant le
lemme de métrisation de [12].

*
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Lemme 3. Un espace réciproquement uniforme (X, (i, (47) est quast-
pscndo-métrisable si Y (et done U ) posséde ane base dénombrable du filtre
des entouragdes.

Proposition 20. Pour que (G. Q3. 0is) ot (G, U3 Ut} soient quasi-pscudo-
métrisables il faut et il suffit que @, (¢} donc et @Dye)) posséde un systéme

Jondamental dénombrable de voisinages.

Démonsiration. La condition est évidement néeessaire. Suffisance. On
considére seulement Uespace (G, %3, 3. Si {V,}.ex < @hle) est un systéme
fondamental dénombrable de voisinages. alors {Vi} cx cst une base dé-
nombrable du filtre des entourages de @4 D’otlr, en vertu du lemme 3,
il résulte que (G, (i3, @) est quasi-pseudo-métrisable.

Proposition 21. Si Uespace (G, QL3, (US) (resp. (G, U, U3)) est quast-
pseudo-métrisable, alors sa structure peui ére définte par une paire de quasi-
pseudo-métriques conjuguées invarianies a gauche (resp. a droile).

Démonstration. La proposition sera démontrée, s1 on prouve gue la
quasi-uniformité @} est délinic par une quasi-pseudométrique invariante a
gauche, parce quc [a quasi-pscudo-métrique conjugude est {galement in-
variante 3 gauche ct détermine la quasi-uniformité Us.

Avee les notations de la proposition 20, pour tout » €N, 15 st
un entourage invariant a gauche ; en effet, on a (w2, ay) & Vi < (ax)™ Yay)
eV, v lye V, =@y & Vi En swvant la démonstration du lemme
de métrisation [12], on conclut que la quasi-pseudo-métrique qui a été
conslruite alors est invariante 4 gauche.

Si G est un groupe abélien, les structures réciproquement uniformes,
rauche et droite, coincident ; en outre, si cette unigue structure est quasi-
pseudo-métrisable, alors elle est définie par une paire de quasi-pseudo-
métriques qui sont bilatéralement invariantes.

Les exemples suivants illustruent les propasitions précédentes,

Exemple 5. Pour le groupe (R, J, §) une basc de sa structure réci-
proquement uniforme unique (@, 7i,) cst donné par

Ha,y); y>a —gfse>0tet ey sy <aetetse >0
on dit que @, est la quasi-uniformité infériewre sur R, que @, est la quasi-
uniformité supérieure sur R et que (@, U,) estla siructure réciproquement
wniforme usuelle sur R. De méme, (@, U,) est déterminée par la paire
suivante de quasi-pseudo-métriques conjuguées ct invariantes :

Py =1""Y vy aﬂ%w_{y e

0 , T <Y O , T =Y

on peut considérer au lieu de celles-ci une paire de quasi-pseudo-métriques
bornées :
diz, y). @<y

o, x>y

Ay, >y
Lo , <Y
ou dz, y) =min {1, j2 -y}

w{@, y) et ofw, y) = {
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Fremple 6. La structure du groupe (&,

ey, @ =y

p[')' ')’-I 1:-{; q : . !/) l”’ (Il.', y)ﬁ K *'-r-.. ”

1 , Yy ]] , >y

oft diw, y} a la méme signification.

Ces quasi-uniformitds et quasi-psendo-mctiques apparaissent dans la
lttérature dans un autre contexte ([13], [155 cle.).

Mamlenint, on suppose que G est un woupe additif et abdlion.
Soit (pnog) Ia ]mne de quasi-psendo- nu(lnquu qui délingt ser (G, =, =)
la structure réciproguement uniforme de celui-ei. On note, pour toul rE(,

la ]y = (0, @) et |
peal vérifier aisément les propriclés
=S| rli=07

by e+ yl, s laeli 41yl

dilael,=1—=aly
ot i =1, 2.

Proposition 22. Si les applications a — (=1, 2} de (G, ~,, =)
dans R+ satisfont aua conditions a), b}, ¢) de plus haut alors les fonetions
(r,y) ~ |y —a el qgfa,y)= 1y —aly forment une paire de quasi-pscudo-
metuquns sur G. qui sont conmjuguces el invariantes. Le groupe abélien G
muni des topologics difinies par p et q cstun gr oupe. bitopologique e, en oulre.
sa structure réciproguement uniforme est zdenttque a celle donnée par la paire
(p, 9)- )

Démonstration. Evidemment, en vertu de a), b), p et ¢ sont des
quasi-pseudo-métriques. Elles sont conjugudes, car, en vertu de ¢), on a
o y)=|y —wx,=I1e —yl, = qly, ). De méme, elles sont invariantes,
ce?r p)al exemple, ple 4+ =z, y+a)=|{y+2z)—-(@+2),=|y—a,=
P, y

Soient V.= {a: |z |, < ¢ et @0)=1{V,; >0} {({=1,2). Les
conditions 1°—4° de la remarque 8) aprés la définition 2 sont réalisées
ct alors ¢ muni des topologies définies par p et ¢ est un groupe bito-
pologique.

Enfin. la slructure réciproquement uniforme de ce groupe bitopolo-
u1que est identique it celle donnée par 77 et 2 paloe que Vi = Vi =

(1) ~a+yGVal={y; ly—rh<ch
En utilisant le théoréme 1 [18] on peut dmmel la

k= (1(0: .?'),

a) =20

Proposition 23. La structure réciproguement uniforme gauche (()f}. %)
du groupe litopologique (G, ~,, t,) est engendrée par la famille de toutes les
paires (p, q) de quasi-pseudo-mdétriques sur G conjugudes el invariantes ¢ gau-
che et qui satisfont a Uune des conditions équivalentes :

74) est déterminde par

e
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1° p: (G %G, Ui xAU) — (R, A,) st quasi-unifornement conlinie
° pr (G xG, s ) — (R, ) st quasi- ~uniformement contine
3° p: (GG, U< s UL = R est réciproguenent wni-
forme continue (U, U, onl les siunifications précisées dans Pexemple 5).

On observe qu'en vertu de la remarque de [18] des conditions ana-

L 1” : ' : si-pseudo-métrique conjuguce g
logues & 17, 27,37 reviennent pour la quasis 1

18

LLLN

11,

12,

13,

11

13,

16,

17,

18,

RIBLTOGRAVHIE

Birsan T, — Sur les espuees bitopologiqries conneres. An, s Univ, Tasic Mate-

maticit, t. NIV, 1963, pp. 2038 — 2010, .
Compaeité dans les espaces Bitopologigres. An. st Univ, T

NV, 1068, pp. 817 28 .
e Sur les espoces bilopologiques nrlrlphh‘mrhf régaliers, An, b, Univ,
Miatematici. t. NV1, 1910, pp. 28—34

Pourbaki N, — Elimcals de mathématipee, Vavee THL
mann. Paris,

Matematied,
Tasd,

Topetogie ronéeale, Tler-

Davis A8 Indered systems of neighhorhoms : for general Aopolvgical spaees, Amer,
) Mauth. Mouthly 68 (1861), pp. T . ‘ 5 -
Fletelher P.— Puanwise wniform spaces, Dectoral Trisserlaticn, Univ, ol North

Carofina at Chapel 1Lill, 16, ’ .
Fleteher Do — Nole on metrization of quasi-confurm speees., Collog. Math., NXIV
1971}, pp. 8182, B : ‘
Fleteh ((- r‘ I}: . Hovle il B, Patty W — The ramperison of
topo!ng.r‘:’s, Duke Math, Journal, 36 (1969 pp. 325 — 331, o '
flewitt ¥ Ross K. A hstract  harmonic analysis  f Springer Verlag,
¢ g Hoc 5 L
Berlin, 1963, -
HMusain T — Semitopelogical graups and Hucar  spaces, Matl A, {1063),
y. LG — 11, . o =
T Introdiction {o lopolegical spaces, Savnders Compaiey, Philadedphia and
London, 1466, ] »
Ketley J. 1. — General fopology. Van Nostrand, Prinecton, NoJ. 19545,

LG,

Kelly Jo Co— Rilopological spuces, Proe. London Math, Soeo XTI {163y pp
L ;H”‘ U6R y, TP —

Kim Y. W.-—- Pseutdn-quasi-melric spaces, Proe. Japan Sead., b (TU68) py
. roe. Taondon .\l‘ll]l
Lanc 1. P.-- RBitopulogical spaces mul quasi-uniforn spaces, Pree. Lon Math,
‘ Soc., NVIE (1967), pp. 2H — . ‘ ‘
M 1 h \: ar M. G, Naimpa l Iv 8 A — Quasi-uniform tapological speccs,

urdes i 5., o L1l

Noordhoff, Groningen, 16646, ) R
Pervin W, .J. — Connectedness in bitupological spaces, Prie. l\nnnml-\u_]k(. Neder
landse Acad., 1867, pp. 3G0—37Z - e o
Reiliv 1. §. — Un generating queasi-rifornitios, Math, A, 88 {(1970)0 pp.

317 =318,



310
T. BIRsAN

14
CONTRIBUTIT LA STUDIUL GRUPURILOR BITOPOLOGICE
Rezumat

Un spatiu bit i

! ; ’ opologic este un tri - )

time si doui topaologii pe aceasta nntlllt::]]l[(?le{.' (t‘?’ 71y T») format dintr-o mul-

< H " N PR SO - A
de J. C. Kelly, care, intreprinde un ‘s?l‘iﬁliﬂedla e R
aUtOl‘lT ad{:C contributii In acest studiu I al acestor spatii. Divers
n Noli se inltr ! S . o

se face un studiu u)(r:(c)td:;( :;0]!”1””‘15( (l(i‘ Itﬂl‘!|p remibitopologicisf bit“lmh’”’if' 5
G b T bl ) i al al lor. Se studiaza proprictati de L
rietiti ale subor o ] aza proprictati de separatie, pro-

F:]c (tr ¢ subgrupurilor si grupurilor ¢it, precum s .]! \ie, pro-

ale structurilor reciproe uniforme $1 uncle proprictiiti

INTERIOR SYSTEMS AND INTERIOR OPERATORS
BY

ROBERT 7. VESCAN and TOAN TOFAN

1. Let .1 be an arbitrary sef. In [6], ¢ch. 2 . M. Cohn calls
nelosure system® a subset of &A1) closed under intersections : such sys-
tems arc also known as ,.Moorc familiess : we shall call them closure sys-
tems of the Boolean of a sei.

In [3, M. Ward considers (without any special denomination)
a subset of an arbitrary complete lattice I which is in fact a generalized
Moore family: it is closed under taking the infimum of its subscts and
contains the unit 1, = sup L. This generalization of the previous notion
will be called by us .closure system®. Similarly, we introduce

Definition 1. An inferior system is a subsel I of a complete lattice L,
with the property that for every M < I we have sup M €1

Remarks. The zcero element O helongs to every interior system /€L,

hecause @ < I and sup@ =inf L = 0,.

An in terior system I is a complete lattice with sup M = sup M. for
I L

M = I, but it is not necessarily a sublatiice of I. since in generalinf M <
I

< inf M (L is partially ordered by . <)
L

Next, we introduce the

Definition 2. Let P (, <%) be « partially ordered sel. By an interior
operator on P we mean ¢ map i P — P which satisfies the following con-
ditions :

A ipy<p, YpeD;

B.ioi=1;

C. Tf p, < po then i(py) < iUpo), where p,, p, € P. So, this operator
is somehow the dual of the closure operator (sce the definition of a clo-
sure operator in [1] or [8]). We note without proof some properties which
follow immediately from this definition (as for closurc operators. see 31
and [4]):



