FONCTIONS F-PRESQULE-PERIODIQUES
KT F-ASYMPTOTIQUEMENT PRESQU I-PERIODIQUES
PAR
ANCA PRECUPANU

Dans ce travail, nous allons considérer une nouvelle espece de pres-
que-périodicité, qui. par son caractere général, permet un traitement. d’un
nonveau point de vue, plus unitaire, des principaux  types connus de
presque-périodicie.

De cette maniére, nous allons oblenir comme cas particuliers les
fonclions presque-périodiques au sens de Bo hr [3], ch. I. au sens de
von Ncumann |8], les fonctions presque-périodiques a valeurs dans
un espace de Banach [3). les fonctions presque-périodigues  au sens de
Stepannoffl, Weyl Besicov itch [4], ch. 1 les fonctions 7-
presque-périodiques [1] cte.

Pour ces fonections i caractire géndral, appelées par nous fonctions
I'-presque-périodigues, nous donncrons encorc un théoreme d'existence et
d’unicité pour la moyenne, en utilisant un théoréme de Kakutani
|6]; ce théoréme ouvre la possibilité de dévclopper une analyse harmo-
nique correspondante & cette espece de fanctions.

Ensuite, nous introduirons et étudierons en détail les fonctions F-
asymptotiquement presque-périodiques qui correspondent, lout naturelle-
ment, aux fonctions F-presque-périodiques. Nous obtiendrons aussi, comme
cas particuliers, les fonctions asymptotiquement presque-périodiques a va-
leurs dans un espace de Banach [9], ct les fonctions IRr-asymptotiquement
presque-périodiques introduites par nous dans [10] cl qui sont ¢troite-
ment lides aux fonctions MP-presque-périodiques de J. P. Bertran-
dias [1], fonctions trés utilises dans différentes branches des Mathéma-
tiques.

1. Fonctions k-presque-périodiques

1. Soient G un groupe topologique, X' un espace linéaire ct F(G; X)
un espace linéaire de fonctions définies sur G & valeurs dans X, espace
muni d’une semi-norme || || qui remplit la condition d’invariance aux
translations :

3 — MATEMATICA, fasc. 2



322 ANCA PRLCUPANU

1o

Si feF(G; X), alors chaque translation f, €7 (G; ) pour Lout
te G et on a
(1} S S

Nous désignerons par No—= ([ f 0! le novan de li seminorme
et par F(G: X) = F(G: X) N Pespace sépard associé, gui scra un espace
linéaire normé dont les éléments sont des classes de fonctions apparte-
nant a F{: X)

Dans ce qui suit, nous conviendrons dlidentifier deux fonctions de
F(G; X)) qui different par une fonelion appartenant au noyau de la senu-
norne.

Définition 1.1. On dit qu’une fonction [f&F(G; X) est F-contirenie si
S = f =0 powr t— e, o élant Funité du groupe.

On désignera par F(G; X) Pensemble de toules les fonctions F-con-
tinues.

Remarques: 1) Fn utilisant la définition 1.1 et la relation (1) on
voil aisément que chaque translatée d'une fonction F-continue présenle
le méme caractere.

2) Grice & la relation (1). il résulte aussitot que la propriée¢ de #
continuité d'une fonetion appartenant & #(G: X) est aufond une propriété
d’uniforme continuité : pour chague = = 0 il existe un voisinage 17 de
L8 (e ¥ (e)) tel que

if, = S = = pour izt e V.
Done, Papplication
t - f
du groupe lopologique G dans Pespace linéaire normé I{G; X) est uni-
formément continue.

Proposition 1.1. F (G ; X) est un sous-espace linéaire fermé de F(G ;5 X).

Démonstration. En vertu de la définition 1.1 et des propriétés de la
norme. il résulte que F(G; X) a une structure d’espace linéaire normé.
Si fel'(G:X) (la fermeture de Pespace F(G: X} dans la topologie

induite par la norme donnée). alors pour chaque ¢ = 0, il existe une fonc-
tion f'eF (G: X) telle que:

(2) [

@

D’autre part a chaque = = 0 correspond un voisinage 17 de l'unité ¢ du
groupe lel que:

{3) [ =S = :; pour t I,

FONCTIONS P-PRESQUE-TERIODUHIES RN

n combinanl (2) et (3) on oblienl pour t € 17:

Z

S=Llslf=-r S =fl+ =4 =it
¢est-a-dive f e F (G5 X).

Corollaire. i ING ; X) esi un espace de Banach alors F(G; X) ale
ménie earactére.

Définition 1.2. On dit @iune fonetion f&F(G: X} est Fepresque-
périodique si Pensemble {f,; t & G est précompact dans FAG ;).

On désignera par P(G; X)) Pensemble de toutes les fonctions F-
presque-périodiques.

Si on considére sur F(G: X)) une deuxieme norme qui indut une
topologie moins fine que Ja lopologic initinle, alors chague fonction -
presgque périodigue  au sens de la norme initiale, est, en méme temps,
F-presque-périodique pour la deuxicnic norme.

Définition 1.3. On dit qu’une fonction [ & 1G: X) est une fonction
F-constanle si on a:

I
2]

+

Ltm

[ ]

(4) fi—=fl=0 pour chaque [ €.
On désignera par K(G 1 X)) Pespace de toutes ces fonetions.

On voit de celte définition que chaque fonction F-constante est une
fonction F-continue ¢t F-presque-périodique.

K(G; X) est aussi un sous-cspace linéaire fermé de £G; X,

Proposition 1.2. Si f & F (G X), les conditions suivanics sont équi-
valentes :

) fePG; X)

IT) Pour chaque suite {1, } nex ’éléments de G, il existe une sous-suite
{ s ) 2 telle que la suite correspondante de ses translatées soit fondamentale.

1) Pour chague = =0, il eriste un c-résean fini pour Fensemble
1fi:tesd0}.

IV) Pour tout = >0, il ewiste un ensemble compact K de G tel que
chacune de ses translatées contienne un  point { G G avec la propriété

() 1, /1< <.

Démonstration. 11 est évident que les premicres trois conditions sont
¢quivalents parce que 11) et III) représentent d’autres caractérisations de
la précompacité de Pensemble {f,; t & G} dans F (G; X).

Tin suivant la démonstration du théortme 2.2 de [4], on peut établir
de ln méme fagon Iéquivalence entre les conditions 111) et 1V) en remar-
quant encore quien réalité on a utilis¢ dans cette démonstralion seule-
menl les propriétés habituclles d’une norme ¢t de plus la propric¢ié d’in-
variance pour les translations,
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9. Existence de la moyenne. On sait gue le problime de Pexistence
el de Punicité de la moyenne est une question centrale dans fa théorie des
fonctions presque-périodiques de toute espiec.

Si on trouve un lel résultat concernanl Pexistence de la moyenne
on peal développer Lnmcdintement une analyse harmonique pour e Lype
respeetil de presque-périodicité.

T est bien connu quiib v oa plusicurs démonstrations pour Pexistence
d'une moyenne dune fonetion presque-périodique au sens de von Neu-
mann ou pour les foncetions pop. au sens de Stepanolf, Weyt, Besicoviteh,
Récennment, en 1966, J. Po Berltran dias [1] & domné une démon-
otralion trés intéressante pour Pexistence de ln movenne dlune fonclion
IR — pop. plus géndrale que les fonctions au sens de StepanolT, Weyl,
Besicovilch.

Dans ¢e qui suil. nous altons donner un héorime  d’exislence el
dunicité pour la moyenne d’une fonction F-presque-périodique, grice au-
quel on pourra développer aussi une anahvse harmonigue correspondante.

Nous supposcrons de plus que (G X) est un espace complet, ce
qui entraine le fait que la P-presque-périodicité. d'une fonction peut &tre
carnctérisée a Paide de la relative compaeilé de Vensemble de ses transla-
ées.

Maintcnant on peul ¢tablir:

Théoréme 1.8. Powr chague fonction f& P(G X), il existe une fonc-
tion F-constante. uniquement déterminée. dans Penveloppe convere fermée de
Pensemble §f,: 16}

Démonstration. Désignons par K Fenveloppe eonvexe fermée de Ien-
semble {f,; t &G}, qui. évidemment, est un ensemble convexe et com-
pacl paree que F(G: V) est complet [6]. Soient A, Papplication de transla-
tion f — f, swr P(G: X) et @ Ja famille de toutes ces applications. Grace
au théoreme de Kakutani ([6], th. 8, p. 457). il résulte qu’il existe
dans K un élément o, tel que A, = ¢ pour chaque s € G ct donc ¢ est
une fonction F-constante.

Puisque ¢ & conv {f,: ta G il résulte que pour chaque = = 0, 1

n
eviste 4o, =6 et ATyl 1y € R avee 3. = 1 tels que
i N 1 2 n q.
=1

(6) ? -Z'f“ =

on ohtient alors :

ol € 'i'lcp - SSud, +“i>,,-f,,“< : +;§ 2di s e+ IS
i=n farl -l

ce qui enlraine:

(7) fel<ifl.
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De plus, il résulte de [11] que Pétément o est uniquement déter-
min¢ par la fonction Je PG X). De cetie fagon. nous pouvons définir
Popérateur

M:PG: X)) - KiG; X)),
tel que
Mf=¢

pour chaque f& PG X))

Définition 1.4. On appellera moyenne généralisce une fonction f, I'-
presque-périodigue. Lélément iwnigue donné par le théoréme précédent et dé-
stgnd par  Mf.
~ De ce aui précide. on voit aisément que Mf o da propridté caracté-
ristique  snivante :

1. M/ & K(G: X) pour chaque [ eP(G: X). ct pour chague == 0

il existe f oo b, €6 oF 2. Ry 1y € R avee = lels que:

() M= nhi < e

De plus, Yopérateur M défini par f = M/ pour chaque fePG: X)
& valeurs dans K(G: X) a les proprictés suivantes:

11. M est lindaire et continu ;

ML | My < tfl et | M| =1:

IV. Mf=f powr chaque f & K(G; X):

V. Mf, = Mf pour chaque f e PG ; X) et chaque te6:

VI. M est un projecteur de Pespace P(G 5 X} dans K(G : X) et done
on a la décomposition en somme dirccte:
(9) PG: X)=K(G: X) @ PG X).

olt PG ; X) est Pensemble des ¢iéments de P(G: X) qui ont la moyenne
généralisée nulle,

Théoreme V4. Si M’ est un opératenr swr PG5 X) a valeurs duns
K(G; X) qui posséde les propridtés 11—V alors M'f = M pour chaque
fe P(G; X).

Diémonstration. Comme Mf & K(G: X), i) résulte de IV que M Mf=
= Mf.

D’autre part, compte tenu de 1 ¢l 111, on a:

<) -3 7.,,f,l_“ < s

ii M(ME =570

=1

i =1

d’oti, en utilisant 11 et V. on obtient pour chaque = >0

Mf — M| < 5, done M =M ‘
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~ Remarques : 1) Si on désigne par || f{, = || Mf |, alors Pespace Fi;: X)
devient un espace lindaire normé par rapport & || 7, avee une structure
plus faible que eelle initiale.

2) 8i M(G; X) n'est pas un espace complet, on considére Pespace
complet associé F(G 1 X) et alors chaque fonction F-presque-périodique,
sera. en méme temps, F-presque-périodique, d’ofn il résultera que f admet
unce moyenne géndralisée. qui sera une fonetion F-constante.

3) Toutes les notions et tous les résultats obtenus plus haut ont
été donnés par rapport aux transtations & droite, legroupe G dtant. en
aénéral, non-commutatif.

On peut obtenir des résultats analogues st on opére par rapport
aux translations a gauche, en supposant. que la norme  sur Pespaee
F(G; X) est invariante & gauche.

Si In norme est en méme temps invariante a droite et & gauche, alors
les deux movennes généralisées correspondant aux translations & gauche,
respectivement & droite, coincident. '

1) Puisque le résuitat du théoreme de Kakutani se maintient aussi,
pour les espaces vectoriels topologiques localement. convexes, on constate
qu’un théoréme d’existence et Punicité de la moyenne a lieu encorc pour
lec cas de F(G; X) muni d’unc structure d’espace linéaire topologique loca-
lement convexe et complet, qui satisfasse de plus a la condition que la
tamille de tous les opérateurs de translation soit équi-uniformément continugc.

En ce cas nous précisons que la condition de presque-périodicité dune
fonction peut étre donnée par la relative compacité de l'ensemble de ses
translatées pour la topologie d’cspace localement convexe de F(G: X}

En particulier, si X est un espace localement convexe complet ¢t
F(G; X) est Pensemble des fonctions continues sur G & valeurs dan< .\,
muni d’une topologie localement convexe pour laquelle un systeme fon-
damental de voisinages de lorigine est formé par les enscmbles

V=1{f: feG; X), [(t) eV pour chaque 1 =Gl

ol ¥ parcourt un systtme fondumental de voisinages de Vorigine de X7
on obtient les fonctions presque-périodigues introduites par N. G heor-
ghiu dans [7].

Dans cc cas. on s¢ rend compte que la famille de tous les optrateurs
de translation est dqui-uniformément contine parce que les volsinages
I7 sont invariants aux translations.

Done, pour cette espéee de fonctions presque-périodiques il existe
une moyenne au sens de ko définition Tk

§ 2. Cas particuliers remarquables. 1) 5i on considere G = R, X =
— (et (G ; X) Pespace des fonctions borndes sur R & valenrs dans C
et comme norme (1) sur cet espace la norme de la convergence uniforme,
alors l'espace P(R; ) correspondant est Pespace des fonctions presque-
périodignes au sens de Bohr, qui est étudié en détail dans ([3], ch. 1)

e —
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2) Si on considére G = R. X — un cspace de Banach. F(E: X)
l'espace des fonclions dcfinies sur 1 borndes pour la nome de X' ol comme
norme (1) on prend la norme de la convergenee uniforme, alors I'espace
P(R; X) corrcspondant est AP(X), Pespace des fonctions presgue-pério-
diques étudiées dans (f3]. ch. 1} .

3) Si G est un groupe localement compact, X' = C. F(G; X} l'espace
des fonctions bornées sur G & valeurs dans € et comme norme {1} on
prend encore la norme de la convergence uniforme. alors P(G: () corres-
pondant est Pespace o{G: C} de fonctions continues, presque-périodiques
au sens de von Neumann ; si on répete tout le raisonnenient ¢i-dessus en
prenant X un espace de Banach arbitraire, on obtient les fonctions con-

5

tinmes an sens de von Neumann A valeurs dans un espace de Banach,

4) Soient ¢ un groupe localement compact. X = C ct F(G: €)=
= L7 (G). Si on désigne par £ la famille des voisinages ouverts relative-
ment compacts de ¢ (donc des ensem™es boréliens) ¢t par . une mcsure
de Haar sur G. on peut introduire sur F(G; C}) la nornu

1 . 1/1’ :
10 | 5”.—:.11)!—#——\ "odu rz1 et Use Q.
(10) Sle o “("’Uy)ﬂ; Sl | !
¥

pour laquelle Vespace P(G ; C) correspondant est Fensemble | 8% — AP
de toutes les fonctions presque-périodiques généralisées an sens de Ste
panoff définies par I. Dav is dans {4]. .
a) Si G = R muni de Ia topologic usuelle, alors P(G @ ) est Iespace
des fonctions presque-périodiques au sens de Stepanoft ({3]. ¢h V).
1)) Si G est un groupe diseret, alors PG : C) est LG : ). Vensemble
des fonctions continues presque-périodiques aul sens de von Neumann.

L]

¢) 8i G est un groupe compact. PG ; C) est justement LG

3) Soient G un groupe arbitraire localement. compact. X' = € ¢t
F(G: C) = LYG). Soit (D, <) un ensemble ditigé et pour chaque d € D
on désigne par Uy un ensemble borélien de ¢ et par v, unc nmesure bhor¢-
lienne sur Uy, qui cst finie et n'est pas identiquement nulle.

On dit que @ =1U,, v d E D. <} est une suite agénéralisée de
Bohr sur G si pour toute fonction f & a{ts: )

. 1
(11) lim ——— S fitvy, = MJ.
Yy d
dep :
Soit = [ Uy v deD. <} une telle suite aénéralisée de Bohr.
Pour chaque fe LPG), d € D ct p21. on désigne par

- f . 1lp
— . ', L7 IR
B Rl

(12) [ 5 = sup
ERTSIt

o
ek par
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(13) |F I = im | f 3.
d€D

I’espace P(G 5 ) construit par le procédé général pour la norme (18) est
justement Vespace § W2 ~ AP} de toutes les fonctions presque-périodi-
ques généralisées au sens de Weyl introduites par 11 Davy i 5 dans [4].

En particulier, si ¢ = B muni par la topologic usuelle et (D, <)

est Pensemble des entiers positifs muni de Pordre naturelle alors @ =
f(—u, ), n&eD, =1 et une suite homogine de Bohr (de plus. en
ce eas v, est ln restriction & Uy de da mesure de Lebesguce).

Avee celte suile géndéralisée & udilisée en (12} et (13) on oblient
comme P(6G; €) Fensemble des fonelions presque-périodiques au sens de
Wey!l ([3], ch. VI).

6)S1 G=R. X =R, F(R: R)= 9" l'espacc e fonctions bor-
nées en movenne asymptotique dordre p (p 2 1). ¢est-a-dire Pespace des
fonctions f & Lf (R) pour lesquelles

T
a

5 17
(14) I fll, = lim sup—]—s finyirdt l -~ w{l €p < ®)
Ten 2T

-7
[&11]

(15) | flle =limsup | fllior,m =| ¥ iy < o0 pour p = o0,
T

alors I’espace P(R; R) des fonctions F-presque-périodiques par rapport aus
normes (14) et (15) est justement l'espace des fonctions IR™-presque-pério-
diques, introduites dans [1] par J. P. Bertran dias.

En appliquant pour ce cas les théorémes 1.3 et 1.4, on obtient unc
autre démonstration, différentc de celle établie par Bertrandias, pour exis
tence et 'unicité de la moyenne généralisée des fonetions 9RP-presque-pe-
riodiques.

L’espace des fonctions MP-presque-périodiques contient cneore comme
sous-espace l'ensemble B? des fonctions presque-périodiques au sens de
Besicoviteh ([2].ch. 1), done les fonctions IP-presque-périodiques gé-
néralisent les principaux types de presque-périodicité connus.

I1. Fonctions /'-asymptotiquement-presque-périodiques

Dans ¢ qui suit, nowis allons introduire les notions de fonction £-
asymptotiquement-presque-périodique et fonction F-asymptotiquement-nor-
male comme des extensions naturelles des notions bien connues de fonetion
asymptotiquement presque-périodique et de  fonction asymploliquement
normale.

Aprés avoir exprimé la propri¢té de F-presque-périodicilé asympto-
tique d’une fonction & Paide des e-rdseaux (le théorime 2.2) nous allons
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earactériser cette notion, d'une part & Paide de la F-normalité, et d’auntre
part & Paide d’une propriéié de déecomposition. les denx derniers résultats
¢tant svnthélisés dans le théoreme 2.3,

Iinsuite, nous verrons que parmi les principaux cas particuliers se
hrouve le eas des fonetions Y7-asymptotiquement presque-périodigues in-
troduites ¢l ¢tudices par nous dans [10].

§ 1. Soient R, — la demidroite ¢ > ¢ ct .Y un espace lindaire.

Pour chaque o € B on désigne par F,(\) — F(Re; X) un espace
linéaire de fonclions définies sur £, & valeurs dans X, muni dlune semi-
norme |y avee les propridtés suivantes

A) Si o< B et f & F(X). alors Ia vestriction de f 4 Ry apparlient
d Fa(X) et ona:

(16) Sl <171,

convenanl, en méme temps, de comprendre par | f i, la semi-norme de
3 - v ]
S| &y dans Fg(X).
L . — - -
B) Si f & F4(X). alors f, €F,_, (X) pour chaque s & R et on a

(7) 1 e = U fs e s

oit f, est la translatée de [ par .s%
Remarques. 1) Si o < 8. on voil, de la propri¢cté A, que Papplication
@ FHX) - F(X) délinie par:

o f) =1 lr,

est lindaire ¢t continue parce que:
Il <0/ .

Dans ee qui suit, nous allons faire abstraction de cette application ¢. done
chaque élément J &7, (X) sera en méme temps un élément de F5(.V) pour
tout B = .

2) Pour chaque s & B Papplication £, : F (XN} — F,_, (X) définie par
AL ) = f. est une surjection hinéaire isométrique ; done les deux espaces
sont conoruents ou isomorphes comme des espaces semi-normes,

Désignons par N, = {f & F, (X}, ' f = 0] le noyau de la semi-
norme | [, et par F, (V) = FHNX) N, Pespace séparé associd & Fy(X):
Fo(X) est un espace lincéaire norm¢ ayvant conmme éléments des  classes
de fonctions de F (7).

Nous conviendrons encore d’opérer avee des ¢éments de F(X) en
identifiant deux fonctions qui différent par une lonction appartenant a
N,. Done, dans ce qui suit, nous prendrous comme norme dun élément

f e F(X), | [l ot fest un représentant de la elasse /

Définition 2.1. On dit qu'une fonction | S F(X) est Fa-continue si

(18) lim | f = f, l,=0.
t;o
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On ddsignera par I . (X) I’ensemble de toules ces fonctions.
Des propriétés A et B de la norme on voit que les fonclions de
Feoo (X) satisfont 3 la condition suivante (_l’umfm'mc continmilé :
" " Pour chaque € = 0. il existe § > 0, tel que
(lﬂ) Efil _fh h = g
out £, &, =0 avee |4 —t,| < 3. ‘ o
' llur2 une démonstration analogue a ¢celle de la proposition 1.1, on
obtient : ) .
Proposition 2.1. I' o (X) est un sous-espace fermé de Fo(X).
Corollaire. Si F(X) est complet, ulors Foa (X) est i ausst complel.
Proposition 2.2. 51 fEF o (X) et J =Ja. b] est un intervalle fermé
et borné de R, alors la famille | f,; s & J 1 est compacte dans F.o o(X)
Démonstration. Soit application
{20) o:[a, b] = Feaa (X)

associée & une fonction f & F.q(X), définic par ¢fs) = [,

De la P-continuité et des propri¢tés A et B, 1l résulte:

olss) — l5a) laca = 1o, = o Yeca = 1S = fipo, lomasa,
& S = Tos Ja< e

M . £ . ¢ 1
pour §, — 8§, < 8 et s = 8y Done o est continue ct If,; sed} est un
ensemble compactl dans Fea o (.X). ;
Corollaire 1. Si f=F. , (X}, tl existe. pour chagque 20, 81,83« L=
tels que pour toul s £ J corvesponde nn s, de manere que s

(22) le 3 fs‘“ﬂ—r! = .

Corollaire 2. Dans les mémes hypothéses que duns lu prop?satwn 2'.2’
il résulte que (f, s & la b} est compact dans toul espace Feqo{X) avec
s -
i olt)érnff-mt;'atian. L affirmation résulte Smmédintement de (21), compte
tenu de la propriété A de la norme. _ ‘ :

Définition 2.2. On dit quune fonction fe FoolX) est I -q.s';pnp.t[otu{y;'-
ment presque-périodiqie (abrégd Foa.p. po) 81 pour ('Imq‘nr. s Z 0 .1 ’(".l'.il.u;
L =0 ¢ 822 tels gue chaque infervalle  de By de longueur  fs, conient

un point = pour lequel on a:
(23) [ frer = Sall < =
On désignera par I'2 (X) Pespace de toutes les {onetions F-a. p. p.

définies sur une méme demi-droite Ra.
Sioo < B, alors on voil que I’immersion naturelle

Fon (X) € Fog (X)
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entraine 'immersion naturelle
Pr{X)c P {X).
Définition 2.3. On dit qiune fonction f € Fof X) est Fi-constante si
(2'1') f —fe ﬂa =0

pour chagque 1+ 0.
On désigne par K« (V) ensemble de toutes ces lonctions et on remarque
anssi que les fonctions Fy-constantes sont Fe-continnes et F-a. p. p., done

K. (Y) ¢ P> (X).

Si .\ est un espace de Banach et Fo(X) est I'ensemble de toutes
les fonctions borndes dans la norme de X sur R,, alors P2(X) correspon-
dant a la norme de I'uniforme convergence est justement APZ(X), Vespace
des fonctions a p.p. & valeurs dans un espace de Banach.

On remarque que la définition 2.2 est équivalente a la:

Définition 2.2'. On dil qu’une fonction f & F.4(X) est F-a. p. p. si
pour chaque ¢ = 0 et une demi-droite arbitraive fivée Ry il existe L' =0 el
Bz a tels que chaque intervalle de R, de longuewr L' contienne un point
T pour leguel on a

25) f.‘r, _f ﬁ'<3.

I effet. on voil aussitdl que la délinition 2.2° entraine la  défimition
2.2 parce qu'on peul prendre comme L ot 8 dans la définition 2.2 juste-
ment L' et 8 de la définition 2.2°.

Inversement. soit g = 0 arbitraire et L, £ jes nombres correspon-
dants d’apres la définition 2.2, On peat distinguer denx cas: a) v 2
et b) v = &, .

Dans le cas a) on peut prendre comme L' et §' de la définition 2.2
justement L ot 3 de la délinition 2.2,

Dans le cas b) on remarque que la définition 2,27 est satisfaite avee
I =L+ B — v ct avec tout &' = 8

Grice & Ia proprié¢té A, on voit que sila définition 2.2 (respective:
ment 2.2 est remplic pour certain B (resp p') elle est d’autant plus satis-
faite pour chaque y = B (resp. y = £} ce gui nous permcttra de fixer 8
(resp. p’) dans certains problemes.

Théoreme 2.2'. Une fonction f & F ,(X) est F-a. p. p.si. et seulement

si, pour chaque ¢ = 0 el pour chaque demi-drotle fixée R, il existe 8, 2

20—y et n dléments {55 1=1,2,.,n | de Ry lels qu'a chaque a & Ry
on peut faire correspondre wn élément s; € R, pour legiel on @

|-26) |fa —f.sj g ==z
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Démonstration. Nécessité, Soil f & PZ (X} soit v >0. Pour chaque
=0 il existe L. =0 ¢t p 2o lels que chaque intervalle de R, de lon-
oucur L conticnne au moins un poinl < pour fequel on ait (23). Soit «
n point  arbitraire de I demi-droite Ry, 4., Alors dans Pintervalle
fo —+ — L, a =] il exisle = tel que:

VRN
! - g 2
d'otr. en ulilisanl les propriétés A et B de la norme. or oblient :
. ¢
(27} fo = Ja-xlg-v [fa = Ja—c! p-ai=< 9

D’autre part, du corollaive 3 de la proposition 2.2 :l])]?]l(lll(:_ A
la fonction [ & P (X) sur Pintervalle [y, v+ L] il résulte qu il existe
{§:7—1.2...m! appartenant & cet intervalle tels que pour chaque

I

b e[y, ¢ - L] il existe un élément, s; avee la propri¢ic :

€
fr _.f*J n—y 5
Fn parlicutier, pour b = a = 7 &€y 7 4 L il existe. ¢, 1y, v+ L
fel que
(28) it il o2 =

ee qui entraine en vertu de la propricté A

(28) Fue = Foylomr < 5
Ion combinant (271 et (28" on obtient :
J‘:l = .f.r_ g4 = &

pour chaque @ & Ry 4y avee B, =f—yFe—¥C est-a-dire (26) est rem-
plic pour chaque « € | [ _ _ - .
Sioae[0. 2v o+ L} alors cn appliquant le corollaire 1 de la prog
position 2.2.11 résulte quil existe {85 & =m 1 sy P} sur cet intervalle
tel que Ia relation (26] soit remplic pour un ¢iément s (e +1 < k= p)i
Done, powr chague Ry aveey > 0 et chaque ¢ & R, 1} existe s; pour leque
on a (26). _ o .
Si v < 0. alors un raisonnement analogue assure ]C,\lhiell('({ sur Fin-
tervalle {v, 0 d’'un nombre fini d’éléments 5,5 &= p = 1ot | 1\cls que
pour chaque a & [y 0] il existe s (p+1 < j < n)quisalisfait a (26 );

done. erice aux aflirmations faites ci-dessus il résulte dans ce cas aussl
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il existe, pour chaque a & R, duns Pensemble Tind {s,; 7 =12 n}
an ¢lément s, pour lequel In velation (26) est remplic.

Suffisance. Soient = =~ 0 arbitraire ¢t y = 0. Grace aux bhypotheses,
il résulte que pour f& F, o (X) il existe [&; o, dans By et &, = 2 tels
que pour chaque = R, on peul faire correspondre un des déments
55 qui satisfasse O (26).

Désignons par L —= max |s, 1 ¢l soil o un dément arbitraire de Ry

1gi=n
Alors, en vertu de la condition de Uénoncé ay = « + L, 1 exisle s el
que s
ad 1 " 1 )
(26') Jor = fiy, 5, < =

En prenant maintenant. = ==« 4 L — s, on voit que w € la, « + L]
et par suite des propric¢tés A et B on obtient:

I = S an S 1S = S gy, = Wfe = S g, ~ =

Done, si on prend 8 = 8, <k Loon voit que ka fonction [ salisfait a la dé-
finition 2.2 de la F-presque-périodicité asymptotique  pour chague R
avee ¥ = 0. ce qui prouve gue la velation (25) est veuplic pour chaque vy,

Remarque. Sila propri¢té contenue dans e théoreme 2.2 a licu pour
un certain y fixé, alors la propriété a licu aussi pour chaque v € R,

Kn effet. si la velalion (26) est remplic pour chaque e & Ry il en
est de méme pour @ & Ry, avee v’ > vy, Mais, en wéme temps, la reiation
(26) cst remplic aussi pour ¢ & By avee ' =y, parce que sur Uinter-
valle [+, v| on peut appliquer la proposition 2.1,

Péfinition 2.+, On dit qiune fonction f & F. . (X) est une fonction
F-asjmptotiguement normale si de chaque suite | hy L,ex convergente  vers
+ o0 on peut extraire wune sous-suite {h, },en telle que la suite corvespon-
dante de translatées de f. | f, 3.ex soit convergente duns chaque espace FgldX),

Dans ce qui suil. supposons, de plus que les espaces (X)) sont
complets. ¢'est-d-dire quw’en vertu de la remarque 2 qui succede aux pro-
pri¢tés A et B. il suffit qu'un seul espace F(X) soit complet.

Soit maintenant F(R: X} Uespace de toutes les Tonctions g définies
sur R 4 valeurs dans X pour lesquelles toutes les restrictions & chaque
demi-droite R, se trouvent dans Fu(X) avant, de plus, la propriété qu’il
existe lim | g |.. qui est unc norme sur F(R; X).

v -

Avec ces précisions on peut démontrer e théoreme suivant qui
conlient deux propri¢tés caractéristiques pour les fonctions I'-a. p. p.

Théoréme 2.3. Si f eF., (X), alors les conditions suivanles sonl
équivalentes :

1) fe P2 (X)),

I1) f est asymptotiquement normale,

11T) f peut étre représenté uniquement par
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(24) fr) = W) + wl@), pour &= By,

y H * . ¥ : g agk ! . "
oit W est wne fonction F-presque-périodique par rapport d Cespace I-(R:.[;\)
mentionnd ci-dessus et w st une Sfonction appartenanl a P (X) pour lagquetle:

B0} i e = O

L=
Démonstration. Montrons prenucrenment que ) cutraine ). hmcn.t
f = P= (X), ¢ un nombre véel fixe et | hy, laey unce suite convergente vers
T

oo e

$ie = 1/2 ¢l v — 0. alors du théorime 2.2 ] résulte quiil existe By =
! S 12! dans Ry tels que powr chaque d € R, corres-

= zoel s —
ponde s, avee la propricle

.In .I-ﬁ'o.l"ag 1/25
Lot grice A la proprictd 1.oon ac:
Ja—sat, —Juy, - -nlla<< 1/2.

Comme b, — oo, il resulie gque pour u suflisaniment grand @ =k, + § —
it H h i - o .

— B, & Ry ct de la relation précédente on obtient
U

. .
I, f"ia aep o 12
¢ esl-a-dire 1] existe une infinité d’ééments f, qui sonl compa'n-uhlcs’ a_\t un
méme ¢lément s, =s,, — &+ f;. Done, il existe unce sous-suite { by fnes
§1, 8= |

de {hulsexn pour laquelle on a:

o e fe < 172,

jhn, .r:r‘. 8 /
d'olt on obtient :

X i N, m n.

(31) ‘fh'ﬂl & 'l‘h::.l 8 1. »n¢€ \’

. . -
Maintenant. on peul appliguer le ménc ra_nsulmen]lenl i th]sultc Hoaieen
pour ¢ = 1/2% el alors on frouve une sons-suite | g faea telle que

e — [ 12 e N. m H.
"]"'1.12 fﬁmz 4 : 1 . NE

. %G % . : . )
Par réeurrence. on obtient |k, I sousssuite de | g qf pow laquelle
on a:

1 1 »
{ il - = 2. cb o .
(32) f.'a',u fh:,,” 5, 3i-1 » J 1.2, ( /

1 4 L) 3 .
On voit, maintenant, que la snite des translatées de f, ,f,,nn} e ¥
3 i i . i wt ¢ o dans Fr (X
correspendant A la sutte dingonale | A 1 o est convergente dan 6 {

paree quion a:
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3 3 1 .
(33) S wt =S Bl o ™ eN, m =>mn,
et que Fy (LX) a e supposd un espace complet.
Puis nous allons démontrer gqu’on peut extraire de {1 . unc
WuyREN

autre sous-suite telle que la suite correspendante des translatées de f soit
convergente dans chaque espace My (LX),

Pour cela il suffit de démontrer que cetle aflirmation est vraie dans
les espaces Fy (X)) olt v est un entier non-négatif.

Désignons par h, = &, pour n e N et solent s {4 4 . la sous-suite
de { b Jaen pour laquelle | f, Yaer converge dans F_(X). |l Jeenla
sous-suite de { hyy lagn pour daquelle | [, o byex converge dans F_, ().

Par récurrence, on oblient la sous-suile | hgl de §h,,_ b done
une sous-suite de loutes les suites |, bavee & < om, pour laquelie { fy, 1
esl converpente dans Fo 0 (X))

Si on désigne par L, fasous-suitediagonale b, - alors L suite | [, faea
est convergente dans chaque espace F'_, (X)) (i € N}, ce qui enbraine sa
convergence dans chaque Fg (WY),

Pour démontrer que 1} entraine 1} raisonnois par Pabsurde.

Sif el (V) remplissait 1) sans satisfaive 8 1), alors griee an théo-
reme 2.2, il existerait ¢, — 0 tel gue pour chaque demi-droite Ry il nlexis-
terait ancun gy-réscau fini pour la fanille des transiatées de f.

Soit Ak, un point arbitraire de R, . 1l existe b, >k + 1 tel que:

(34) Jm = Snalle 2
parce que, dans le cas contraire, on aurait pour chague £ > 4 41
Jo=Smle < 2.

cest-d-dire {f4 } serait un zypréseau pour la fumille des translatées de f,
ce qut n’est pas possible.

En raisonnant de méme ponr Jo. il résulle lexistence de by = £y, -4 1
tel que:
(35) Sy =S le 2 5 0t | fo, ~ fo,la 2 2.
Par récurrence. on construit la suile k, convergenie vers - oo telle que:
(36) | Su, =S, | @ 2 g pourn e N et m - on.

Mais de la relation (36) on voit que f n'est pas F-asvmiptotique
ment normale, ce qui contredit TI).

Démontrons maindenant que 1} entraine 111},

lin effet si fe £2(X), alors [ est F-asymptotiquement normale el
done si 1l T,en esl une suite convergente vers - @ il existe unc sous-
suite [ A laen telle que | f, laen converge dans chaque Fy (X)
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Soit ' la fonclion limite qui. évidemment, est définie sur R et sa-
tistait & la relation :

(37) fo =Wl < <

{ n
pour chaque 8 & ff ¢t » sullisamment grmul. o

Démontrons que U est une fonetion [/ |>1lr.-s(]u("-p('rmcll(,]m: AU sens
de la définition 1.2 par rapport a Pespace menlionne dans Pénoncd.

De la délinition 2.2 il résuite que pour chaque @ 0 il exisle L= 0
et % 2 2 lels que chaque intervalle de £y de longueur L contienne un
point = avee Ia propriété (23), d'oll, compte tenu de la propriélc B, on
obticnt pour chaque n:

(38) ey = Siur i
ce qui entraine, en vertu de la propri¢té A et du Latl que &, — oo, lare-
lation :

(89} | e, = feprmn s < =

il -
=iy <

pour # sulfisamment grand. _ ‘
[ passant & la limite dans (89} par rapport & n, on a:
{10} YW= Uy ls £ 2
pour chaque 6 e . ce qui entraine ' e g {\). quel que soit e K.
Soit 8, < B8, Alors. cn utilisant la relation (40) derite pour B cl
aussi la proprié¢té 13, on a:

Wola <4 1% gl =2+ 1 lawrer € 2+ LW o

Done

(41) 7 % = Wl < 1Y s, ;

Mais, d’autre part, de la propriété A on a: - .
(42) | ¥ s, < 1% U, .

qui, avec (41), donne:
(43) 14 g, = 1Y s -

De la relation (48) il résulte que W e (R : ) (Pespace des fonc_:-
Lions définies sur B 4 valeurs dans X donl les restrictions a chaque denii-
droitc R, se trouve dans P(R,; X) pour lesquelles il existe | g| =
—lim | g ly) et de (42) on a alors:

Y-

(44) W =W =Y —Fris <=

Comme la norme (47) cst invariante aux translations il résulte encore:
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(447). 9" — Wy || <
qui, avee (+4), entraine la F-presque-périodieité de W par rapport a les-
pace F(R; X).

Soit {< | une suile de nombres positifs convergente vers 0. Grice
A la définition 2.2, il résulte que pour chaque =, = 0 il existe L'(e;) = 0
el B, = a tels que chaque intervalle (n, n 4+ L’} conticnne au moins un
point =, avec la propriété :

(45) \fry, =

Puisque la suite 7, converge vers - oo, il résulte quiil existe une sous-
suite { 7, laen telle que la suite correspondanie des translatées de fo ) fz vaen
converge vers une fonction 4° dans chaque espace Fy(X'). Y sera. en vertu
des considérations faites ci-dessus, une fonclion-I-presque-périodique au
sens déja mentionnd.
Si on désigne par
(46) ofr) = fla) — ¥(r), pour tout x & Ky
alors de la relation (453) on a:
: i : ! L Saivp 3 . "
|l olls = 1f Ve < E-./T,. —f s + ”.j'r,.,_' (| & T Jr" —f | 5

iy
lorsque B > B,.
81 # — o0, on obtient :

o £ .

. <
By

(47) lim | o i = 0.
forco

Démontrons que la déeomposition (46) est unigue.
Supposons qu’il existeraient deux décompositions du type (46), done
ol aurait :

fla) = Fla) + o) = V(@) + o'(®), pour tout @ € K,
d’olt on obtient :
¥(a@) — ¥'(x) = o'(x) — oz}, pour tout x e K,
Comipte tenu des propriétés de W il résulte:
W == ¥ =W =l - ol <ol + e -

Si B — oo dans la relation précédente, en vertu de (47), on obtient
Yo~ W | = 0, ¢lest-a-dire ¥ =17, donc la décomposition (46) est unique.

Enfin. démontrons que 111} entraine 1),

Soit f €4, , (X) avec la propriété de décomposition (29). Puisque W'
de cette décomposition est la restriction a R, d’unc fonction [F-presque
périodique, il résulte que pour chaque ¢ >0 il existe L = 0, tel que

$ — MATEMATICA, fasc. 2
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chaque intervalle de R de longucur L conlienne au moins un point <
pour lequel : ’

f S z/3.
Mais [ =W. | = |, =Y d’ou on obtient:
(48) N /8.
c’est-a-dire
(49) Y= [l < 2/8 pour tout B R,

D’autre part. de (#7) il résulte que pour chaque ¢ 22 0 0l existe @
suffisamment grand tel que:

(50) w z/3.

Des relations (49) et (30), on voit que pour chaque = — 0 il exisle § 2 «
ct L. = 0 lels que chaque intervalle de R,, de longucur L conticnne au
moins un < pour lequel on a:

i =Sl < Iy =Wl ey + oy lly < =

ce qui assure que f £ 22 (X'}, Done le théoréme est complétement ddmontreé.

Remargues. 1) Comme nous avons déja vu, si Fo(XX) est Pespace des
fonctions définies sur la demi-droile Rz & valeurs dans un espace de Ba-
nach X, qui sont en méme temps bornées par rapport 4 la norme de X,
espace muni de la norme de la convergence uniforme. alors on obtient
comme P2(X) Pespace bien connu des fonctions a. p. p. a valeurs dans X,

En particulier, si X' = C, on obtient les fonctions a. p. p. au sens de
Irréchet.

2) Si comme F(X) on prend 'espace des fonclions localement p-in-
légrables (p 2 1) sur R, pour lesquelles :

- . - 1 A Ifn
(31) Sl e= Ll‘m: - zﬁ Sty i dt | < 0,

considéré comme un espace linéaire normé par (51), alors 'espace P2(X)
correspondant est 'espace de toutes les fonctions a. p. p. sur R, dans la
moyenne asvmptotique d’ordre p (p = 1), introduit et étudié¢ par nous
dans [10].
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FUNCTLL F-APROAPE PERIODICE $L F-ASDIPTOTIC APROAPE PERIODICE
Rerumat

In prima parte a lueririi se considera un nou gen de functii aproape
periodice, numite F-aproape periodice. care prin caractennl lor general
permit o lratare unitari a principalelor tipuri cunoscute de functii a. p.
cum ar fi: functiile a. p. in sens Bohr. in sens von Neumann, Stepanov,
Wevl, Besicovitch, funetiile MM™a. p. ecle.

Utilizind teorema de punet (ix a lui Kakulani [6] se indica
pentru functiile F-a. p. o teorema de existenta si unicitate a mediei. ceea
ce deschide posibilitatea dezvoltarii unei analize arnonice corespunzatoare
acestor functii. In partea a doua a lucrarii se introdue si se studraza, in
detaliu, functiile F-asimptotic aproape periodice care corcspund in mod
natural functiilor F-a. p. Se obtin drept cazuri particulare functiile a. a. p
cu valori intr-un spatiu Banach si functiile 9-a. a. p. introduse in [10]



