0 METODX DI INTEGRARE iN RAPORT CU O MASURA
DEFINITA PE UN SPATIU LOCAL COMPACT. CU VALORI
{NTR-UN SPATIU LOCAL CONVEX
DE
RALUCA POLEXE

Teoria integriirii in raport eu o misura poate fi dezvollata in doua
moduri. dupit definitia adoptata initial pentru notiunca de masura, Prinl
mod foloseste masura ea functic de multime, in timp ce al doilea porneste
de la introducerea masurii ca functionala liniara. Desi echivalente dato-
rita unei teoreme demonstrate de Riesz ¢i extinse de Kakutani.liccare dintre
aceste il presinta avantajele sale.

Introducerea masurii ca functionald sau. mai general, ea operatic
liniard. permite construirea rapida a spatiului functitlor integrabile. Alt
avantaj al adoptirii acestui punct de vedere rezida in leghtura sa cu teorin
dualitatii in spatiile vectoriale topologice i analiza armonich pe erupuri
local compacte. El permite si o tratare comoda a integrarii pe spatii
omogene,

n aceastd Noti se prezinti un aspeet al integrarid in raport cu o
masnra definita pe un spatiu local compact. cu valori intr-un spatiu loeal
convex, ca operatie liniara.

La inceput. sc defineste notiunea de S-modul al el masuri majo-
rate, Apoi se [ae unele consideratii privind integrarea in raport ¢u o fa-
milie de masuri pozitive. Acestea conduc Ta construetia spatiului functitor
integrabile si o spatiulul functiilor de putere p integrabila.

1. Fie 7 un spatin local compact. E un spatiu local convex on
topologin  definita de Fapilin filtranta de seminorme (- xer. Foun
spatin local convex separat si complet cu topologia definita de familia
Ciltranta si suficienta de seminorme {1 - alper ar g ' 1" 0 aplicatic
intre cele dous familii de indicl.

Considerim spatiul Ly(E. F) al aplicatiilor linfare i continue & -
= P astfel ea pentru oviee B 1

S g=sup | Srig - oo.
:?‘|.'4(3)<,l
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lx}zci;f.ralt cu lppologm( lgcal convexi generatd de familia filtranta si sufi-
cienta de seminorme (| 8 glper - In aceastd yurl 5, B '
: er - In aceasti topologie £ (B, F') este scpa-
rat §i complet |2, p. 286]. B v e
AN I Al crver b b o 0o Al g
Fie X, (T) sp._itlul functiifor f: T — I, conlinue cu suport compact,
pe care vom considera lopologia local convexit generatit de Tamilia fil-
tranti (l(' seminorme
Sl =sap | ) 4. e 1",
=T
- Spatiul .K‘( ‘:')l (t(l.s]). K .(T)) al functiilor eu valori reale (resp. pozi-
2) si proprictatile de mai sus este dotat cu topologi ifl § ‘Tt
> t al i oy uniforma. de i
de norma P definig
Sl = sup | ).
=T
Oricare ar {i ¢ ac ' g g g i
e ¢ ‘(.ognpfi(‘lu‘III\ = T vom nola prin Xe{T, K) subspatiul
X (T) format de acele functii ee au suportul in K. Prin analogic e
definitia 2, [3, p. 21]. avem: a
Defl‘nll_§1a1l. Se numeste masurd vectoriald in raport cu spafiile local
convexe B si F, orice aplicafie liniard m: Xp(T) - F, a cdrei restrictic la
.%Bcwf’T de;}t?ie .s-ubspagfnl(: (T, K) este continud oricare ar fi compactul
C . 4, 2 7 L . .. i ‘,‘ 4‘ () 0 y
& .aoarea ftrevtu aplicatii in punctul g & Xe(T) este infegrala lui
g in raport cu mdsura m:

ggdm = m(g).

*'

: Degi m este o masurd vectoriali in sensul definitiei 1, daci si nu-
mat daca : ' '
a) m{hyg, + 2o8,) = Aym(g,) + Asm(g,) tru oric <1 ori
£1 & Jn(g,) pentru orice %, %, & R sl ovice
& & € Xe(T). 5 R
b) Pentru orice compact K = T si orice BT, existia a = 0 astfel
ca s& avem : ’

(1) m(f) s < a% | [ lugy-

oricare ar {i f & Xg(T, K).
Introducem pentru oricare p& T

(2) njg= sup | m{f)la = oo
iy <1

. Consideram dualul F* al spatiului local convex F.F' este un spatiu
polinormat [4, p. 60] si pentru ovice y e F, yet si pel ’

(3) |4 fle=sup | <y, % = |
lvlp <1
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Teorema 1. Daecd m: Xy (T)y = F este o midsurd  vectoriald. afunci
penfru orice iy & F'. aplicatia yom : Xe(T) - R definili prin

(f =m) () = < m(f). ¥y >

este o masuri o valori veale, far pentru orice pael

(4) yem g < Yy lag s
{3) mig= sup [y om g
yiig <t

Demonstratie. Aplicatia compusit ' =m satisface conditia de liniarita-
te. daforita linlaritatii componentelor sale.

Fie compactul K = T si constanta % = 0 cu proprictalen (1} pentru
orice [ & Xp(T. K). Rezuita pentru orice 2 &T

[ om) ()] < 1y gt i) lg < 10 T % [ Vg

adica restrictia lui g om la spatiul Xe (T, K) este continna,  Cum com-
pactul K este oarcearc. urmenza ¢i g om satisface a) si b} s deci este
o masuri. In plus obtinem

(om) ()| <y el lalf o

care implici (4).
Relatia (3) rvezulti din (2). astfel :

Imlg=sup sup | < m{f) W =l=
W liga <t 1y <1
= sup sup | (y em)( [} = sup yomlp.
witg<t Nirlipey <1 Iyia <1

Fie acum o masuri cu valori rveale m : Ze(T) » R. Penlru orice
B & T. definim functionala ws @ X AT) - R. prin:

(6) ps (@) = sup m(f) .
Ifiq,(m(?.fE')\ng]

Ea satisface evident.
0 = ysle) = = oo pentru orice o & X (T) si
m(f) ] < ws( | f @) pentru orice f & Ze(T).

Mai departe. vom folosi. adaptate la cazul de fata, urmitoarele re-
zultate din [2, p. 48].

Lemi. Fie h & Ze(T) si g & X+(T). astfel ca pentru oriee o € T,
0 <g<|hle. Atunci funciile:
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0,
(;"1 — |h(f)[’l

0 dacit [ M) ]| =10

daciv [ h(t) |, #£ 0

safisfuc, oricare ar fi s T,
M n
a¥|hl,=hsi afg & X (T).

Teoremai. Oricare ar fi B2 & 1. functionala ug definitd prin (6) se poate
prelungi in mod unie la o mdsurd pozitivd pe T, notald in continware pp,
care este ninimd printre mdsurile pozitive vg cu proprictatea o pentru orice

f = IE(T)
(7) m{fy < va (S lum)-

Demonstratiile nu comporti  dificultiti. singuva  deosebire fati de
cele date in [2] constind in inlocuirea normei prin seminorma de un anu-
mit indice.

Definitia 2. Cea mai micd mdswrd pozitivd. care satisface pentru orice
S & Xe(T) sf un indice fivat, arbitrar, B < I'. inegalitatea (7) se momeste
B-modul al mdsurit cu valori reale .

In continuare. vom extinde aceastd notiune pentru anumite masuri
vectoriale.

Definitia 3. O mdswrd vectoriald m; Xg(T) — F se numesle majorati
dacd existd o familie de mdsuri pozitive (vg)aer astfel incil pentru orice Bl
$d avem :

(8) m(f)le< vo (1S lwm)-

Teorema 2. Orice mdsurd cu valori reale mi: Ke(T) = R este majo-
rati de familia {uglper a p-modulelor sale. , _
Demonstratia ¢ste imediatii. In adeviar, familia -modulelor este com-
pusit din masuri pozitive care satisfae (7) penivu orice & I
Teorema 3. Daed m: Zp(T) = F este o mdsurd majorali.  atunct
wistd o fumilie de mdsuri pozilive G = (upleer ev_caracler mintmal relatio
la inegalitatea (8) consideratd pentru oriee 8 € ' In plus,
g = e | g
Demonstrafie. Fie (vglger familia de masuri pozitive care majorenzi
n. Atunel, pentru orice f € X (T) si 8 & T este indeplinita inegalitatea (8).
Considerind y" € #”, construim masura cu valori reale din leorema
Y, oadied yom : He(T) — R.osatisfacind (1) si (3).
Ovieare ar fi /& X (T) obtinem :

Lrem) (S < Lo s [l m( ) e < Yol va (1S Lo
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pentru orice B &1, ceea ce arata ca masura cn valort reale y'em cste
majorata de familia (| 4 | va)eer - Cum ea este majorata € de i':mu]l:}
e-modulelor sale [y am |glper . care insik arc caracter minimal, rezulta
cii oricare ar Moy € F' s1 B I, avem :

yomla< [y [sve-

Fixind acum g &I, familia de misuri pozitive ([ ¥ =m |ahyer
este majorata. Deoarece spatinl masurilor ¢ '2‘1|C.(':ESIL‘..(‘UII‘IPI(‘! r(-t_lf-}llul
[3. p. 53). cxista marginea superioari a acestei Tamilii, Fie ea g Ty -
— R. Rezulta pentru orice ' @F cu [y fs< 1

[y om g < pp< vp -
Oricarc ar fi f & Xp(T) avem (8) si

m(f) g = sup | <m(f)hy>|=sup [ {yom) ()=
' 1wt =1 Hy'lig <1

< sup | y'enr (o (L loe) < o (1S o)
||I-l'|aq."1
Cind B parcurge 1. se obtine familia (F = (uglger care majoreazi
misura . Cum pentru orvice e 'y gp € vp . ea are caracter minimal.
In sfirsit,

| i — |
milg = sap m(f)lp< sup wp (1S @) = lus |,
N1 <1 11l 8y <1
ceca ce demonstreaza complet teoremi.
Definitia 4. Cea mai micd mdsurd pozilicd care safisfuce inegalitated
(8) se numeste PB-modul al mdswra majorate m. . ' ]
Familia de misuri pozitive (F = (gglger . asociala unel masurt majo-

ate. ne va permite construiren spativlui functiilor integrabile in raport
en o astfel de masura. o _ .
Fie w: Z(T) - R o misurit pozitivia. 51w prelungirea sa la elasa
functiilor pozitive definite pe 7' _ . , ‘ ‘
Oricare ar fi aplieatia f: T — ¥ si oricave ar fi =l Mnetin | fq
T = R, dati prin § = | f(f} |« este pozitivi.
Vom constdera spatiul
(N FE(T.w) = 1f: [+ T = E NB(f, p) = oo pentru orice 2 € ri

inzestrat cu topologin local convexit definita de famitia de seminorme:

r.:\’?:)ael"r 5 (1 = rP + (73)
1

(10) NE(f ) = [\ Sla du]" -

Deoavece f & Xp(T) implici | fin e ZAT) si
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5 Iflfdu=glflfdu< o0,

rezulta imediat Xg(T) < Fr (T, u).

Vom insemna prin £ (7, ) inchiderea spatiului Xg(T) in (ZE (7T, p).

Definitia 5. Funefiile din spaginl LE(T, w) se mumese functii de putere
P p-integrabild, iar cele din spafivl L (T, p) se numese functii u-integrabile.

Avem deci construit spatinl functiilor integrabile si cel al functiilor
de putere P integrabili. 1 = P~ + co. in raporl ¢u o misuri pozitiva.

Cu acestea, putem trece la construirea spatiului functiilor integrabile
in raport cu o familie de masuri pozitive,

Fie m: Xg(T) - F o masuri majoratii si (F = (ppleer familia
B-modulelor sale, Orieare ar fi I, avem:

1
Ke(T) = (Fu (T, pyp).

Consideraim spatiul :
Fr(T. F) =0 Fe(T, ua)
geT

inzestrat cu topologia local convexa cea mai putin fina dintre topologiile

=p induse de (Fx (T, pg) . 8 €T, notata cu =, Ea este generatd de familia
de seminorme :

NE(S, ) —-\ | f o dira, B ET.

Inchiderea lui Zg(7) in acest spatiu va fi notatia cu LE(T, (F).
Daca g & Xg(T). seriind (7) pentru pz, avem pentru orice p&I':

Is,gdm! < S 2 Jo dup.
. B
Cum | g ys € X (T). oricare ar fi 3T

N (g pe) = S 18 |y diep .

Rezulta pentru orice p &1 :

S gdm

B
ceea cc indica faptul ea aplicatia liniara gaggdw. a lui Z(7T) in F,

este continud., Atunci ca sc¢ poate prelungi unie, cu pistrarea continui-
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tatii la intreg spatiul 2L (T, (). Pentru prelungire sc va folosi aceeasi
notatie,

Definitia 6. Functia f: T — E este integrabild in raport cu mdsura
majoratd m: Ke(T) - F. dacd f & LET, (F). Valoarea prelungivii aplicafiei
g = \Ngdm in puenetul S & Le(T, F), este prin definifie, integrala bl f in
mpa::‘t. @ M.

Ast f(‘l,

Ly (T, m) = Li(T. GF)
s
Rfrhn = lim S gdm.
. g=f S 9EX LAT)

Analog, se obtin spatiile functiilor de putere P integrabila, in raport
i o milsurii majorati,

LEAT, m) = L5 (T, (F).

Din constructie, rezulti direct -
Observatia 1. Spajinl X (T) este dens in fiecare dintre spatiile

26 (T, m), 1 < P = o

Observatia 2. £§( T, m) =n ogg(_’[‘, wa)e
BeT

in adevar, pentru orice § & I' avem
X (1) < L5 (T, up) = F (T, ua),

Be
ceen ce implici

(11) K (T) = n L5 (T, pa),

per
uttimul spatin fiind dotat cu topologia =, mai putin fini decit oricare to-
pologie 5. Considerind inchiderile spatiilor din cei doi membrt din (11)
in sensul topologiei =, obtinem :

(12) LE(T, m) « 0 LE(T, ua)
per

Deoarece pentru orice 8 & I, topologia lui (5 (T, pg) este mai fini
decit topologia =,

e (T) P X (T) = LE(T, m),

adici
L5 (T, ug) = Le(T,m),

ceea ce implici
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P F
(13) nLE(T, ua) < Li (T, m).
per

Relatiile (12) si (18) demonstreazi afirmatin

Teorema 4. Fic @B semitributul pirtilor boreliene relativ compacie ale
Lt T, Spatind £ (B) al funcfiitor boreliene elajate este dens in fiecare spagi

I
L (T, m), 1< p< e,
Intr-adevar, datoriti unni rezultat din [3, p. 148]. care se poate adapta
.. ~ . n . . I
cu usurintd in cazul de fati. £, (B) cste dens In ficcare spativ 2u(7T. pe).
~ ~ - [ n .
ineit rezulta &p (B) dens st in Le (T, m), pentru orvice P, 1 = P — o,

Spatinl L {(F, m) construit aici coincide eu spatiul functiilor inte
grabile in raport cu o masurd regulata, cu varintie finita m: @ — Ly,
(2], p. 287).

Dupi eum s-n vazut in tratarea problemei ce [ace obicetul acestei
Note, un rol important este jucat de notiunca de f-modul al unei masuri
majorate, cave apare cu rol analog g-variatici unci masuri defintte ¢a fune-
tic de multime, in procesul de integrare in raport cu aceasta.

5 - _ . A 0 P

Mentioniim ¢a metoda de construive a spativlul 2 (T, m) apare
in mod natural, daca se tine seama de teorema de reprezentare a operatiilor
liniare d-majorate, U: K (T) - £ |2, p. 290].
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UNE METITODE IVINTEGRATION PPAR RAPPORT A UNE MESURE
DEFINITE SUR UN ESPACE LOCALEMENT COMPACT. A VALEURS
DANS UN ESPACE LOCALEMENT CONVEXE

Résume

Dans cette Note on donne une méthode de construction de Pespace
des fonctions intégrables par rapport & unce mesure délinie sur un espace
localement compact. & valeurs dans un espace localement convexe. A ce
but on utilise la méthode de Bourbaki qui considere les mesures veeto-
riclles comme opérateurs linéaires,

Par Pintroduction de la notion de B-maodule d’'une mesure majorée,
on obtient une famille de mesures positives. qui permet la construction
immédiate de Pespace des Tonetions intégrables par rapport a cette me-
sure.

ASYSTEM OF VOLTERRA INTEGRAL EQUATIONS ARISING
IN THE THEORY OF SUPERFLUIDITY 1)

By

R. K. MILLER

1. Introduction. Supposce the region bebween two concentrie nlinite
cylinders 18 lilled with liquid heliunm, IF the evlinders are rotated to set
up a radial flow, this [low should eventually hecome steady. The purpose
here is to prove this by studying the delails of the flow at the bounda-
ries. This will he accomplished by reducing the problem to a svstem of
two nonlinear Volterra integral cquations, €. C. L in s [1] formulation
of the boundary conditions lor superfluid flow will be used.

It the velocity components of the flow in eyvlindrical coordinates
are inilially of the formu, = w, = 0, wy, = F(r).at (=0, then for ¢ = 0 the

{nonlinear) flow equations reduce tow, = u, =0 and wy — u(f, r} wherc
u(t, r} is the solution of the initial-boundary value problem

(1.1) e = L{u) = v {u,, + (Tfrhe, — (1)r*he ],

fort =0 and rp << r < ry where 0 <= rp < r, oo,

(1.2) w0, r)=F(r), r,<r<rs.

and

{1.3) w (hors) = (= WY giladt ) — Qu8)), 7= 1.2 and ¢ = 0,

where g,(w) = kad, v, &y = 0 and Q; is the speed of the eylinder located
at r = r;. It is assumed that Q(8) == Q; as 1 - o« where Q; > 0.

This problem will be reduced to an ecquivalent system of nonlinear
integral cquations for the houndary velocities w (f) = w(f, r{) and (1)
= u(l, r,}. This system can be written in matrix-vector notation as

1y This rescarch was supported by the National Science Foundation of the United
States of Ameriea under Grant No. GP—31184 x,



