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§1. Soit le groupoide ternaire T donné par unc loi dc composition in-
terne, ternairel), telle que pour trois ¢léments @, y, 3z de T, on détermine,
Q’une maniére unique, un quatricme ¢lément = T, noté par:

(1) t ={zy=).

On dit que T est un scmigroupe particl, respectivement & gauche, &
droite et latéral si 'on a une des propriétés d’associativité

((zyz) ) = (@ (yat) u)
(2) (z (yat) v) = (xy (=e}), pour tous &, i, %, b, ¥ € T
(wy (2tu)) = ((zyz) tu),

et T scra désigné, respectivement, par S.t.s, S.t.doct St
On remarque que, si deux de ces relations sont satisfaites, la troisieme le sera
également. En ce cas T est un semigroupe ternaire lotal ; il sera désigné
par S.t.t.

On peut considérer, aussi, des cas d’associativité partielle :

(8) (ays) tw) = (z () w), (2 (tay) w) = (oy (2tu)).

Si l'une des égalités (8) est remplic on dit que T est un semigroupe
ternaire partiel indirect, respeetivement a4 gauche et & droite. (quand on a

les deux relations {3) on dit que 7' est un semigroupc ternaire totalement
indirect (S.t. i t.}.

1y Voir aussi [2], p- 130,
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On rappelle que le couple (b, ¢) des éléments de T constitue un couple
unitaire pour I’élément e = T, respectivement 4 droite, au milicu ou 4 gau-
che si I'on a:

(4) (abc) =a, (bac) =a, (bca) =a.

Le couple (b, ¢), quand il cxiste et satisfait 4 I'une des relations (4)
pour tous a € T, est nommé couple unitaire (respectivement & droite, au
milieu ou 4 gauche) globale.

Si b =c dans les égalités (4) on dit que b est une biunité pour ¢, res-
pectivement & droite, au milieu ou 4 gauche,

Les éléments u de T, quand ils existent et satisfont & 'une des relations

{5) (vuw) =, {ury) =z, (uur) =z,

pour tous & € T, sont nommés, respectivement, biunités globales a droite,
au milieu ou & gauche.

Les biunités qui satisfont & toutes les relations (3) sont nommdes des
biunités totales.

Les éléments % de T qui satisfont (quand ils existent} & I'une desre-
lations :

(6) (reu) =, (aur) =a, (urx) =2,

sont nommés des unités pour x, & droite, au milicu et & gauche respeetive-
ment.

Quand Pune des relations (6) est remplie pour tous @ € Ton dit que
% est une unité globale, quand on a les relations {(6) pour tous r= T, on dit
que % est une unité totale.

Remarques. 1. Les biunités et les unités sont idempotents :

(M (wuu) =u.

2. Dans un S.t.l. les unités & droite (respectivement & wauche) sont,
aussi, des biunités & droite (respectivement 3 gauche).

3. Dans un S.t.s., st © est une unité au milieu et biunité au milicu, u est
aussi, unité & droite. De méme, si « est unité et biunité au milieu dans un
S.t.d., il est, aussi, unité & gauche.

4, Dans un S.t.t. les unités, quand ils existent, sont totales.

5. Dans un S.t.t. avee unités, chaque élément @ cst idempotent :

(8) (xaz) = .
6. Soit, dans un S.t.t., noté 7', u et v des unités totales et o un élément
de T. On a:
(uv (uvz)) = (vu (2uv)) = (uv (vuz)) = (uv (evu)) = ((2uv) vu) =
= ((zvu) uv) = (u (ruv) v) = (v (evu) w) = (u (vvz) v) =2.

(9)

g
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oSl woet ¢ odes unités dans oSG alors Fopdration lernaire (izr)
SF tolatenmen! commulative. . '
S8 o se o sont des unités dans un Sl Pélement f donnd par s

{10) (riw) — 1.

osl e e dans coo S0 _ = .
O soit T oun SoLU el g une noikd de FLOn peat dd i Doperatiog

Litaire :

1) {ay) = -y

(i aroanise 7 comme un moenoide binaives dans Teguel o esl nne amite.

On s (regyes o {y et uoa =g " .
19, On pent réduire chuaque S0t avee des uiles aoan monoide bi-

nadre de b wanicre suivante s soienl o g des ¢léments de S.LE el e
unidd, anlors

e (egz) = [ leciy) 2 Aoyl
Eremples, 2) Soit (G0 un groupe binaive. ooy oo e On =it

Copdeation Lernaire
(1) L -

¢ devient un S, sans unild, mais avant conmme senle binite Fete-
ment unitd da groupe (7.
Sioon considaere Popéralion ternaire défimie par

() TR

anconslale que 6 est un S quica des nnEés sealement quand 6 estore
duit & Pélément neatee e qui adimel comme bhinnité a droile el a gauche
(e e). qui est biunité an milicu seuleneni forsque tous les éléments de 6 sonl
des idempotents el dans ce eas Fensemble des unités est & toul entier.

D) Soit N ke semigvonpe multiplieatit des nombres naturels. Onantro
duil Topération ternaire

() = gzl

oft Lo paranthése {3 désiene le produit ternane ef des erochels designent le

plis petit comun mupltiple des nombres ooy s _
On voit que. sz et g/sona () = odone (g est _nn.('r’:up'.(- uni

taire, On oblient un S04 dont Funité est e nombre 1ot Ta banitd ost (1.0
I devient monoide hinaire parvee quc:

(2} == |lay] 2]

. . . o . 1540
20 Soil T un eroupoide temaire, ahoed des cléments ke T bels

TN .'!,
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Alors on it que e csboun divisenr a0 ogruehic, &oun divisenr wi wiion

el ¢ est un diviscur & droite pouar Polement do On it anast, gue o est mual-

tiple &t paarehie ponr ¢, qu milien pour O cb i dinite pour e

M désjonera ees relations par:

s e Jodo bl odoe ol

Iy R

Chnopemargue gue les uoites ob des biunitds globales o droite (vespecli
vement docauche) sont des diviseurs o droiie (respeetiveneat @ cnele) poar
tous les dlénnts de 1

Los unilds an wmilicu sont des divisenrs 2o milien pory tons £ e 4
mals on ne peut pas dire laoméme ehose pour les biuniiés au i,

La transitiviid de la relation de divisihilit¢ & canche est reephe dans
it st el aussi, dans an S.ELL e Lo fransitivitd de Lo divisibalitd & droite
est remplic dans un St et dans un S.EL

¥ ce qui concerne les diviseurs an milien on o les sdsulinds suivants

bld et a Jb=a1ddons an Std.
Dldei e 1h=eld dims un St
hld et dtd = bid dans un S0,
Did ot dbd = bLd dons un Skl

S existe dans e oreunoide formire 30 dos conples anilaives ol neal
. H i " i !
alfirmer gue ala {ow ¢ ] o on afa).
Soit = oune reation binaire d'équivalence daus le groupoide 7T
On dik que = est comnpatible avee I ol de composition fermmive st Vona
] ;

aza’. bel's eze’ = {abe) ={a" h' o).

Les Cidmenis a et ¢ de T' sont appellis associis o gauche (vospechive
ment & droite) si Voo o Joa’ et o’ L oa (respeetivanant a b« et o’ 1 o).

De la méme manicre on pent déiiniv des ¢dments assoeids au mikicu.
On remavgue que st 7 oest un Sots. (respeetivenent nn S.bdl) eb i a des
unitds ot des binnitds 4 gauche (A droite), Ia relation diassociation & gauehs
(a droite) et une relation déquivalence.

Ion géndral eetle dquivalence west pas compatible avee b lon ternaire
de T, (mais s compatibilitd esl assurce lorsquion considére ' szsociatil ol
totalemoent commutalif).

Iélément a est appdlé imddeommposable st dans nfimporle quelle re-
prdsentation ¢ = (hed), Vun au moins des b, e d est unité ou hiunité,

Si TFon note par (T x T = T) Fimage du produit '« T = T dans
1" par Fopdration lernaive ' 0 T x T = T, les dléments inddeomposables
forment Tensemide TN (7 =« 1" < T).

Lorsque Papplieation est surjective (ecei se passe, par exemple. quand
T admet des couples unitaires) alors toul ¢lément de 7 admet des décon-
positions ternaires. On peut diudier Parithmdtique des groupoides ternaires

bl

—————
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PN Sobel S e s en inbroduisant des vestrichions sugudrées par
Cavithnndligue des grovpoides Snunrves, Ainsic on dim gne 7 est avee rddue-
Piony 0 diottes o creeehe o o nbiea sie

L) (i) == -
I (o {roasd Litige = i
ati (1) L) == 1

g

Ce penl antredure Jaonolion d clament prener dans 7 pag

pllryiop Xoop Xy =p L

Pans v semigroape dornadires s U¢uent premier poadmel une de-
compesition au vpe po— lgar) adors ool g sonl associds,

Udtaae détnllde de Pastthne'tigque des groupoides Lermires e seig
s abeerddc dans eo teavail

350 Pans un gronpeiae Lernaie TLoan constdere Tos il ims
(1) thay = oo (b} = el feal) —

oo hoe e T

Lovsgue cos equations abmettent des solutions. o dit que ¢ adied
e sdivision par e couple (B (respeetivemenl G droiles au nnlien on
saicho),

Seilt bouee viunite o drotte pour Pelonent vo Mors on dil que w0 el
wie annidalenr 4 ganche poae b De mceme o peat délimr des annudateurs
iodraste of an nuabien,

S existe des Cléments oo qui ont T proprictd dCetre aamitdateurs pour
clinque ¢ldiment de 77 (a rauche. au milicyn ou 4 droite) ils seront nommes
asmidatenrs por 77 (A ganches auw milicn ou G drotle. respeetivement).

Les anmulatours de 70 ond Tes propedlés suvantes

booils sent des déments ddempolents

R e T

2 fensemble des amuddatenrs & geache fnomilicu on o droite) sl
seniiroupe termaire fatéral;

Sodans un semigroupe htdrel T qui possede vdduction @ droite. ST
faboun amuddateur & gauches slorss quel que soit e o= T on ac
Lrary = el a o= (ann),

done woest hinnite globale o droite,

Dans cooeas, les annulateurs, s existent, sout conux, done il existe
au plis e annubstenr global 4 droide,

Les mdmes conelusions ont Hea pome les annudaleurs 0 gauche, s
elles e sont plos varies pour les annelateirs oo milie,
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On peat constater gue. dans un semigroupe teenadre, tolalenient asso-
clalif et avee réduction totale, il 0’y a pas dCannulateurs, on hien. Sl exisle
un. il résulte que tous les dléments sont cuaux avee lui.

Faemples, a} Soit 6 un groupe binaire, dont Fopcration a élé notde par
le simbole .70 On peut coustruive le groupoide ternaire 7 avee Ja loi o de
coiposilion :

(wyz) — .y n
On constate que ' n'est pas associati, mais quitl posséde T division
tolale.
b I ensemble formd par tous les points situds sur Ly crrconférence un
cerele est un groupoide fernaive 7' avee i loi:
{ade) =,

81

are ca oare di

arceb  arcedb

ot ¢ cf o sont situds, respeetivement, sur chaqun des deux ares détermings
par ¢ ct b On vérifie que 7' n'est pas associabil, avee division.

¢} Lensemble N de tous fes nombres naturels devient. un gronpoide
ternaire si on posc: '

(ryx) = popocnn L, g o)
Il est associatif. commbatif et Péquition
(ahr) = m

ades sotations senlement lovsque afm ek bfnr. Les solulions ne sonl pas uni
ques.

De méme pour

(rpz) =peediin gz,

Péquation (albe) — d o des selntions lorsque dla ¢t o . Ces soluliuns ne sond
pas uniquies.

d) Soit 77 = 10,1, 2., 0. muni de T Jol: (vgz) est le nombre des
éiéments de 7" inféricurs 4y, divisibles par 2 el non divisibles par .

On constate que 7' est. un groupoide non associalil, mais il admet la
division au milieu.

¢) On considére Uensemble  formé de les points d'un plan. A chaque
trots points (abe} on associe ke qualritme, d, qui est fe sonmet du parallé-
logranume ayvant comme sonmaels @, b, ¢ et dans lequel ¢ est opposé & b (ac
est une dingonale dans ce parallédlogramme).

On constate que’on oblient un semicroupe lernaive. totalement asso-
ciatif, avee division, dont les quotienis sont uniques.
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Soit T un groupoide ternaive avee division a droile o v e T Mors
oexiste oo T otel que s

(1) {pretey == .

Los dlifments o qui salisfont & (103, ot Példment o est donnd. sont nome
mes des inverses 4 droite pour o,

De laoménwe fneon on peut définir les inverses & pauvche ol au milicu,
gquand T adimet division @ gauche ouau nilien,

Soit 1 un S avee division i drotte ef @ oun Cément inverse pour .
Viors les Climents de (20) sont ausst des inverses pour i

20) v (o) ((rew) v (wue). L (e} (oue) L (vue) s (o))
Faoelfet, on oo (nne) = o, done on o nussi

121} ((rruey ne) = ety eneore,

{22) (re (v = .

On conslale immédiatement gae. quels  que soient @ el e, inverses
pour . les Eléments (viee) et (reun) ont luméme propriété. Done. st Test un
S.LE on peut deélinie dans Fensemble {7 des inverses pour 1 Popdération binaire

vo = {wiw)

{7 dévient alors un semigroupe bhinaire nomme le semigroupe binaire des
inverses de Példment (& droite).

On peat introduire les iémes notions pour la division &t gnuche ou an
milicu dans des groupoides ternaires ou respeetivement dans des semigrou-
pes fernairves particlement associatives.

lin conclusion, on voit la possibilité de déliniv une division de deuxi-
tme espece dans un groupoide ternire 7

Soit ac b o= T on considére les Cguations :

2] (vyy = b, {way) =0, (wya) = b,

Les conples (o, y) qui satisfont & Fune de ces dquations sont nomnides
couples de division pour h par «. respectivement. & droite, au milien ou 4
manehe.

Siquels que soient ¢, b = T il existe des solutions pour Pune des équa-
tions (23) on dit que 7' est i groupoide ternaire avee division de deuxicme
coptee, respectivement i droite, an milien ot i gauche. On constate que
s admet division de premiere espece A droile (3 gnuche), il admel aussi
division de deuxienie espeee a droite ok au milicn (& gauche et au milien).

ST estoun SR ona les résultats suivants @ osoil {w, @) une solution
ponr Uéguation {24

(1) laryy =,

dlovs des cowples [orew), o) et i (eee)) sont aussi des solubioms,
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Si(ee e} el (g, v)) sabisfont o {24), on peat dive Tonomcme chose s leg
conples

RN P AN I U GV S0 L] TR SN TS N Sl e S T N T I
lin géndeal, e solution (v, o) poune (21 conduil aux solidions
(23) Worcw o). (vee L ene).

ot L parenthose {rew ovea) contient 20 == 1 Zléments (B - 1)fois Féld-
menl ool A-fois Téldnent ©) eb elle veprésente des produits teranives qui‘en
pent obtenir des (20 - 1) ¢léments. de méme pour L parenihese (e o v,

Oy considere mnintenanl Pensemble 773 9 e fa loi de comiposilion

(o) (e oe) = (e ko))

{26)
ol (oey oy e) =00 (o)
endre Tes solutions de Tégualions (21,

Onr obtient eiesemigrowye binadre (sans unilé). Quand (24) admet comme
solution des conples (1, 2). on i =7, ces solitions sont des bionitds a deoite
pour o et (23) estoréduit an seul dlément (o) Dans ce cas, si {80 8) est une
aulre solution pour (2.4), les ¢léments qui suivent vérifiquent, aussic 'dgua-
tion (20 :

() Yatwt ..o sin), el Watst .. sts), 1
-
Vot (nstst st e (It L tshL

ST admel division de promiere espéee dodroibe of 1 est ane bhinniid
G ganelie et adroite, Popdration (26) conduil an semivroupe binaire & eanehe
des solations, gui admet unlé & panche ef division, mais, en géndral, ses
clfments ne sont pas inversables,

ST estoun groupoide gui admet division d gauche, réduction lraite
b o amilien e (s f) satistait &0 {osh) =a. pour s ol 1 on as

{23) (ss) =, (Es1) =1,
Soil Tan sonbloet (s 8), (5,0 8) des solations poe {20, alors on ac
(%) 0y 5) =x, (sls) =5, (5 8) =1 (I, s} =1,.

Pans ce ens. soil ooune bionite a drode pour o0 alors o esi. qusst une
Binnitd & droite pour chaque ¢dment de T, done o esl une Binnitd globaie
i droite,

Iin effet. om oo

ey aee dCon {{awn) wi) == (e (e Qi) 1) — (e oot
{eee (raen)) == {ecirne) done Line) =,

0 BLSION BANS TES STRUCTUIES TERMAIRES i
De méme :

{iaeee) (ei0s Lirere RO iy e, e 3 est e bants

droile pour tous (vera)
T ordsudte
Gota) = {(reed) way — (e G}y done o= Qo).
Soit e T oon note (fea) =1 alors

(imtt) = ((ernaae) (beny ey — {a (rennt) Coreeee)) {ee D) vr) = Henry fur) = (edhur).
Aot =={und) == (fun .

0 considérant les unitds doo 70l vdsnlte s <E 7 est un sapigroupe er-
e avee division de premiore eapeee el avee réduclion. ibexiste noe scule
wnite s & dvoite, pouy chague Sément aow esboauss ane uniie an niilict
¢l un biannulaicur a droile ¢f aw miliei pour

{(In n:

((ctarety wat) = a ol {we™ iny = (neaa).

Ui semisroupe ternaire. totalomend associni i, avee (¥i\'i.~iinn futale ¢t
ededuetion (dans toas les sens) est nommdé un wroupe ernat (ol tu groude).

On peat olteniv un exemple de growde en introduisant dans e groupe
Binaiee GLomuni de Popdeation oo dn loi:

Grgyz)z=a . 4. =
Un autre modide ost te dernier exemple de la premitre partic de ce
parapraphe, ' -
£3. On considire un ensemble £ avee deax lois de composition : la pre-
L& i organise T eomme un groupe abéliens et Ta denxicme

micre. notde L e ' 1 de
qui donne & f une strueinre de groupoide lernaire. Ces deux opdérations se-
ront liges par des proprictés de distributivité,

On desienern une telle steuctnre par Gab I et on observera quielle
acndralise la stroeture (faonesr. G ab I osera - appellé anneau  ternaire.
iremples. n) Soit ¢ wn groupe abélien additity si a.y. v € ¢ on peut
définge I loi ternaire
() =0+ y -+
ors ¢ devient un anneau lernaive qui satisfait & la proprié¢té de dis-

Prilsnl vie

Soil €0 le mcme groupe, mais I tol ternaire définie par

(rys) =0 — 0+ .
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G dcvient uan anneau ternaire avee laoméme lob de diskribudivite,
¢} Soit de nomvean. Gam groupe additif abclion mumi de by boi dermsine
(ry2) oy o

On constate que be distribubivité est, aussi satisbiite, mais Disseei-
Pivile i aanche wiest pas remplie,
dy Fen paelant de &7 on considere Vensemble €0 6 =6 strueloe: i

(. ) L ey ) = (a0 A= 0. b <l o)

!
(e by (e b)) (g D)) — (e b b A-ary by A=, 2= D).
Mors &0 estoun annean ternaire. Lassocialivile est remplie seudement,
Si oty ==, ct b, el o disteibutivitd deviendt jet -

(e ) (" ) ey b)) (g B)) = e, DY ey, b)) (s b)) - (o b ),

On peat géndratiser la nolion danneau Lernaire de phisicures Tacons,
Btls on suoelre seulement les saivantes

1. On peat remplacer Te groupe abélien par un groupe arbitraire dans
lequel on definit une toi de composition ternaire {comme onoa déja fait doons
les exemples antéricurs).

2. A lien da groupe € on considére un anoean £ dans lequel on diéri-
nit. cneore, une apéralion lernaire,

.00 peat considérer Tensemble W omuni de dens lois ternnires, lides
par des propriciés de distrilutivite,

Lo Onpeut définie un groupoide ternaive sur an module ou sur un esaer
linnire,

Nous allons maintenant présenter seulement un exemple cémentaire
d'un groupoide sur un espace lindaire 1 osur A

Sur T on considére une forme lindaire 77 qui nfest pas la Torme zér,
On définit dans 17 Topdration ternaire

() =T Ty =T ()T () y - T () T (y) -
On constate immddiatement quion o
logr) = {2y (0g2) = (0007) = (ry0) :
((rar Jpz) == (0 (L) 2) = (g (7.2)) — b (o) e
Trgz) T () T () T ()
)

i

VSIS TRANS LES STRUCTURES TERNAIRKS b

Les Squalions :
(o) — oo Ly — o {aha) — o

. . pos o Py = 0. T (@) £0
ont des solations unigques quand 77{h) # 0, T {r) £ 0,00 Tle) # («)

ou THay £ 00 T by # 0. . B
Soil N le novan de In forme 77 el
on introduit Vopdration ternzoare

RY N F g N R =N L) o E 1

/N Tespace quotieni dans fequel

St o= Nl edsalte s (el oz (:zy(!_: = ..\. T
Cette apéralion est associative, distribalive ol admet division, quels
que sotent N N ITREA 1o .1 AW
Done 17N est un groupe ternanre {wroude). ) ) )
Sio7oest un seabiire ot o= N il eésulte gue 2e& N ! nt. .
¥ 1 ¥ i ® ; '- ) LY LT . -; : U A o
Done on pent introdtiire une opdération exicricare ave des sen iII.I(\’ 7 v
1 ) i . N 8 YOO vy -
dhes axioimes correspondents. Ainsi 17N est un modele diespace Tmeaine

nare suar le corps A
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CTTEVA ORSERVATIE ASUPRA DIVIZTUNIT IN STRUCTURL THEEXARL
R{EATHITHIS
In aceasla Nota se considera relatin de divizibildate si notiund h-g_r;nlr.-
de en in structupt ternare, Se cereeteaza ])r'ﬂ[)!‘l(’l:tf_l.(ll‘ distributivilate s
asocinlivitate, de diviziane in grupoizi siosanigrupurt fernare. Luerarea <
ineheie cu consideratii asupra grupoizilor peste spatii Tinsare,



