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UBRER DIE DARSTELLUNG DER ALGEBRAISCHIN Z.\“Ill,l-'.\'
ZAWEIPEN GRADES DURCH REGULARYE KETTENBRUCIHE

VON
PETRU MINLUT

In dicser Avbeit wivd niit 1ilfe ciner rekursiven Relation sweiler Ord

ine nene Clunakterisicrung der Kettenhriiche der algebrzischen Zah

len wweilen Grades anccochen, und zugleieh wird wezeiol, wic nan digse
Reladion zur sestinnne der enstprechenden Niiherungshriiche belichiger
(hdnome benditzen kann. Unsere Methode besteht aus ¢iner Verallzeme

nerine der von 5. Sanicleyie i i die peviodischen Kettenbriiehe der
Poriodenlinge cins benditzten Methode (Siche [2]). Diese Methode ist so
vernlloemeinert worden, dass inan e fiir dic periodischen Kettenbriiche
lacli(~lfi-_rcrr Pertodentansge benutzen kann. Der Binfachheit halber wchen wir
hicr einige Begriffe iher Kettenbriehe, die von der von Fehix Klein ange-
vebenen Geometrisierungsmethode angeregt worden sind. s bezeichnen ¥
dic Menge der nalinviichen Zahlen {cinsehliessend Nullp, % dice AMenoe dar
sanzen Zahlen und @ die Menge der Rationalzahlen.

Definition L. Fine unerdlivhe Folge

nung o

() Go =y s Qoo s (o =7, g, =N v n 2 1)
mit der Eigenschaft, dass aus g, =0 die Bexiehungd .
folgt, hetsst ein reguldrer KNetienlneh.

s st wolithekannt, dass sich jode reelic Zahl o in einen regudii-
e Ietlenheneh entwickeht Fassi dihe o kann anter foleender Form geselirie-

hene werdoen
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Definition 2. Under viner den Kettenbruel (1} sngeordneten. R-Folde

r-n

versteht man die Folge
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Definition 3. Lie Foloe

D,
(3) ' -*l:!.':——':. S P N DT
16, )

wober Py annd Qp den imagindgren beae. recllen Teil van By beweivhinen, wird
die Folee dey Nitherwnyshriiche des Keflenbreielies (1) genennt,

Wir werden weiter die Kettenbriiche der Form (1 rar die von ciner
no= N oheginnend die Bezichung g = 0 ailt, nicht in Betracht nelnuen, da
diese den Razionalzahlen enstprechen. Wir erwithnen dic Bezichungen

(6) Pe=g¢+ P, + P, O = Qi) 4 O ..
(7) Rl | — P | ={(— 1)t

{8} (. ) =1,

{) ?I‘_i_a*lﬁl(l',_.,'(gk) =

und dass die Folee

(10) G, . Q. Q...
cine streng monolon steigende Folge natiielicher Zahlen ist.

Definition 4. Der Ketienbrieh (1) heisst periodiseh, wemn es wwwei noliie-
liche Zahlen v und £ il v # 050 gibt, dass [ir jede siatiivliche Zahl i Jolzeide
Bedichung oilf
() Yosmrar =Heppih =0, 1., r—1,.

Ist rdie kleinste natiirliche Zahil fiir die (11) gilt, so heissl 7 die Perioden-
Fibge, In diesein Falle sehreeiben wir

(12) | s ot o oo Yrsr |
Folgende zwei Sitze sind wohlbekannt (Siche [3})

Satz, 1. Jeder periodisehe Kettenbruel stelli cine aldebraische Zahl wieei-
len Grades dar,

Satz 20 Der ciner algebraischen Zahl weeiten Grades <ugeordnete K etien-
bruchr ist perviodiseh,

Demzufolge sind dic algehraischen Zalden zweiten Grades dadureh
Charakterisiert. dass der zugeordnete Kettenbrueh peviodisel ist. Wir wol-
len weiter eine neue Charakterisierang dieser Zahlen angehen,

3] \]1- ['IT TG LI i-i'i"!’.'-.."--" ISR ZsLex DURCH KETTENBRUCHE LT
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aili. scobei w = @ cine {von /. wnaebiicingige) W unslth- st . -
. ‘b'.v'-ui\ Gebie os eine die Bedinoune {13) erfiillende Unteviolue. so hin
len wir s

(14 P ”P-',-. S wtd;, .

= y . » i
Wenn o = wned (o) = 1o & N sk so folat w6 - By A7

md nnter Beachiung von (8] cerhallen wir m I.

Wir haben als :

Qoo =-Qj -
' I

i Widerspruely wa (10% . ’ . o
N Satz I‘% Jeder ciner algebraiseher Zahl weeilen Grades it wrdnele l}r’:‘!‘fn

l i 1 > [ Y PP TP .
Druch hat die Bigensehaft. dass man aus der rn..\-pml'unr;'z 23 f: i Uf'_‘l‘[;l“( whiy
wlae i v w0 woiilben Lonn. duss foldende Bezichung gt
Jolge {1y ! 1.2 20 o

(13) Ry a4 bRy

: e o Capthhiinsie sind. )
wobei a. b= Q wnd von ~ g i r o
‘ Beweeis. Fos bezcichne = cine aleehraische Zahl wweilen Grades, Gomdlss

‘ LAY 4 R £l h ]
Sty 2 isl der zugeordnete Brueh pertodiseli. so tliass

(14) D VA (RO (PR /U /PP h, |
will e
U nter Beachiung von (6) kann man sehrerben
>
Pyneas = 00 Pyyrss Py
>
P ures by B4y P e
»
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1)

1 >
Pr+i.-.-. 1o+ 1’1 ‘p:-r(n+1\ v 1 [ERCEI N

) I' ’ o *
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e e O als cin lineares Svslenm mit den Unbekannten
Dic Gleichuneen (17) kénmen als cin lineares Systenm

’ : ., betrachten werden,
Prparet s Pognesz oo Pivtasi v ! trlatl) rel oo i ‘f,{'}u) ! Unbekannte und
Das  system besitzt 20 — 1 Gleichungen und 2 1 Unbeka

M H g I 0 R B . 'I-.l”lul.
weine Determinante verschwindet miehl, so dass gemiiss Satz von O

il :
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wud naeeh deme obioen Tlillssatz st oa b # 00 Ofeosichilioh haben wir
(]H ) (€|'+-(H+_') r ”(QH-ln. hr 'r"(er{-u- ]

nnd dannt s der Salz hewiesen.

Satz L 6t os wweed rationale Zadden o wnd b so duss [iie eine U nlerfoloe

VR e b= 0020800 der cinem Kettenbruele cageordncien R-Folse die Be-
ehung

(1) i =al bRy

r

L g
Sl so il 2 eine aldebrdaisclic Zabl zweiten Grades,  daswahme meaehl das Poar
=20 Loddas dem Fell s ralional entspricid,

Brwcis. Es sei o cine reclle Zahlb mit der Figensehatl, dass mian cine
dic Bezichung (19) evfiillende Unterfoloe wiihlen kann., Aus dem Hillssatz
folat a . D 0.

s hezeichne 17 den Vektorraum derjenigen Folgen {u
zichung

ot tlie die De-

(2a) Mygw =6l g -1 e,
erftitlen (Siche |[1]).
Sind oz and i oz # 5, die Losungen der Charakieristischen Gleiehunge

{21) £ =t — o=,

so hetrachten wir die aus den geomelrisehen Folgen

& L L w—1
(22) I: Lys A1 Epae 1
. 2y, 23, #3, R

hestehende Basis, Aus (19) folgt (£, 1 € 1 {@;,1 € 1 o dass

ahe > A = | LA e | k=1 |
(23) [j,'. =y 2] (T (l)j,.. 1% 7

vilt. Dabei werden die Konstanten €0 C, 0 C7L Cy ans den folgenden Svs-
tenen erhalten :

(21) Cide Oy =P Con - C% =P
(21) Cid O =), Ciz o (5 =0 .

Ist 0 cine atpehraische Zahl so hezeichnen wir nit @ (0) den Foeweilterunges
Karper. den man dureh die Hinzufligung von 0 2o @ erhiilt, Wir sctzen voraus,
dass s =0 w0 gilh

D Hy = %) tst, L:t';:i])l_. stieh 2, = 6 (=) und aus (24) nnd {207 folgl ),
C,, 00 O = @) Fs ailt

| P, AT G

(:23) 2 —lm — - o
f— ij Low (] q_‘;"‘l (Y 9’,.{;_1 (l

€
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.
Darats folel = = R (2) und lolglich isto cine aluebraisehe Zahd zweiten
Corades, '

Wir zeigen nn dass 7 # o7y L
Gelte es

7
[26) T
~h \'kl“E."r]l,' .I”(']l

i
27) I
o I
aelten. g - R .
e 17 betrachien wir als Basis die I olaren
(28) | T L
[29) Ol dhe Hy s

ittels vollstindizer Tndukiion zeigl man

RV
(30) i, ¥ I){;’)

Wir haben dann:

ko k-2
w =y e n(s)

Dic Konstanten €. Cy. Cpo Csdie man durels dic Aullisung der tolugeden
Svsteme (32) (327 erhiilt, sind alle rationale Zahlen.

L . I
{:52) C, (g—l’j_. (.,.)-}—(._, -1_.’,
o 1l " (
2') Gt Gi=Qy GEEG =gy
i aber
B o= lin1 = =
{3:3) ; _-;Q;; T

Gl st s cine rationade Zahl. Demzufolue gibl es cine natiteliche Zald . so
dass o 0L — 1.2, wilt. Die Blemente dey zongeordneten R-Folae sindd

- s ’ : T : S logr - 12 . ,
von a-ten Judex heginnend atle eleieh, Es gelten also: D= Q=]

Lo— 1.2 Gemiiss {10} eraibt sich we = am = e p = ap - by

X 3 N AT IT ; ")
Darans folgd a1 b = 1. und. unler Beachtune vorr (27), erhalt man « o,
I 1. Dl isl der Satz bewiesen,
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Wir wollen noch bemerken, dass der Vektorrawun 1 in dem letzlen cingetret-
tenen Fall nur aus arithmetischen Folgen besteht, denn es gilt w, . =20, —,.
Betrachtet man in diesemn Fall die Basis

1l e | s s

so ergibt sich a = (P, — Py )] (R, — @4)). Zum Schluss wollen wir betonen,
dass man mit Ihilfe des bewiesenen Satzes 83 allgemeine Ausdriicke fir die
Nitherungsbriiche einer beliehigen algebraischen Zahl zweiten Grades auf-
banuen kann. Als Beispiel betrachten wiv

(34) v = [0,1,2,1,2,1,2,..].

Wit suchen « und b, so dass

(85) Poprg =Ly + 0Py Quys = aQyyy -+ by -

Fir k =1 crgibt sich ein System, aus dem man a =&, & = —1 crhalt.
Folglich haben wir

(30) Py = AL £ B, Qg = Cxb 4 Dt

wobei =z, und z, die Lisungen der Gleichung 2* — 4z -1 ==0 sind.
Analog erhiilt man P, und Qu, . s gilt offensichtlich

P,
T 2k o
2 o=t =—— = \/3 — 1.
ke w sz
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ASUPRA DEZVOLTARILI NUMERELOR ALGEBRICE DE GRAD DOUL
iN FRACTII CONTINUE REGULATE

Rezumat

In accasta lucrare se di o noua caracterizare numerelor algebrice de
avad doi aratindu-sc ci fraciiile lor continue regulate, si numai ele, se bucura
de proprictatea ca din R-sirul atasat (sirul numerelor complexe corespun-
zatoare virfurilor liniilor poligonale ale Iui Felix Klecin) sc poate cxtrage
un subsir recurent de ordinul al doilea, cu coeficienfi rationali. Se aratd ci
aceasti caracterizare este foarte comodd in giisiren unor formule generale
pentru reduse.
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CRER DIE REGULARE KETTENBRUCHE DER ALGEBRAISCIIEN
ZAILEN VOM GRADE GROSSER ALS ZWEI
VON

PLIrrRU MINUT

s st bekannt, dass die algehraisehen Zahlen zwceiten Grades dureh
die Periodizitat. der veandiiven Kettenbriiche charvakterisiert sind. Ineiner
feiilier veroffentlichten  Aebeit |1]. haben wir cine neue Charakierisierung
dicser Zahlen angegeben, und zwar zeigten wiv: Dic reelle Zahl 2 st genan
dann eine algehraische Zahl zweiten Grades. wenn man aus der zugeordne-
ten R-Tole cine solche Unterfolge withlen kann, die cine rekwrsive Relation
sweiter Ordnung erfiilit,

In dieser Note geben wir eine hinreichende Bedingung daliie an. dass
cin recle Zald cine algehraische Zahl belichiger Ordnung st

Folpende Aussage ist bekannt @ Gilt 2 = @ (), wobet 8 cine algebrai-
sehie Zah! n-ten Grades ist, so ist = cine algebraische Zahl, deren Grad Teiler
voue 1ot

Definition. Ist (), ey cine div rehursive Relation (1} erfiillende Folge

]
(1) Mppp =, Hpppoqg - g Mgy o iy,

mit o, = Q1 i = 1,2, hoso werden wir genan dann sagen, dass diese re-
kursive Relation Drreduzibel ist. wenn das Polinom

{2} Pl =0 —a, ot — bR —y,

irrciluzibel Gher ) st .

Satz. Besital die rectle Zall = dic Figeischafl. dass wan aus der dew ent-
sprvchenden. Kettenbrueh ugeordneten. B-Folge cine solche Unterfolge 1R it
noe N° owihlen kann, die eine relursive inveduzibele Relation I=ter Ordnung
wil Kocffizienten aus Q evfiillt, so ist x civie algebraische Zall. deven Grad ein
Teiler von kst

Beweis. 1 sei # cine reclle Zahl so dass man aus der dem entsprechenden
Kettenbrueh zugeordueten R-Volge cine die Relation (3) erfiillende Unter-
folge :I{."}"E_\.. wiihlen kann. (Dabei bezeichnet N die Menge der natérlichen
Zahlen ausschliessend Nlt”).



