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Wir wollen noch hemerken. dass der Vektorraum Voin dem lelzlen cingetret-
tenen Iall nur aus arithmetischen Folgen hesteht, denn es gilt w, .,

=2 —u
N k - | . a1 "t
Belrachtet man in diesein Fall die Basis

1,10, 1,28,

so ergibt sich « = (P, — P;}[(R;, — Q). Zum Schluss wollen wir betonen,
dass man mit Hilfe des bewicsenen Satzes 3 allgemeine Ausdriicke fir die
Niitherungsbriiche eciner belichigen algebraischen Zahl zweiten Grades auf-
bauen kann. Als Deispiel betrachten wir

(34)  =00,1,2,1,2,1,2,..].

Wir suchen a und b, so dass

(85) Poers = aPypa + 0P Qupys = aQuys -+ 08y -

Tir & =1 ergibt sich cin System, aus dem man @ =4, b = —1 crhilt.
Folglich haben wir

(86) Py = Aok f Baf™t . Qe = o7t 4 D™t

wobei «; und =z, die Losungen der Gleichung a* — 42 -1 =0 sind.
Analog crhiillt man Py, und @y, . s gilt offensichtlich
pl
P,

x =lim— = V3 —1.
* e @
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ASUPRA DEZVOLTARII NUMERELOR ALGEBRICLE DE GRAD Dol
iN FRACTII CONTINUE REGULATE

Rezumat

In aceastd lucrare se da o nouad caracterizare numerelor algebrice de
arad doi aritindu-sc ca fractiile lor continuc regulate, si numai cle, s¢ bucurd
de proprictatea ci din R-sirul atasat {sirul numerelor complexe corespun-
zatoarc virfurilor liniilor poligonale ale lui Felix Klein) se poate extrage
un subsir recurent de ordinul al doilea, cn coeficien{i rationali. Se aratd ca
acecastd caracterizave este foarte comodi in gisirea unor formule generale
pentru reduse.

wnalele stiingifice ale Universitatii oAb 1o G iy Ly
Tomul XX, s, 1 g, fase. 2, 1974

'BER DI REGULARE KITTENBRUCIE DER ALGEBRAISCHEN
ZAHLEN VOM GRADE GROSSER ALS ZAWE]L
VO

PETRU MINUT

s ist bekannt, dass die algebraischen Zahlen zweiten Grades dureh
Qi Peviodizitit der reguliren Kcttenbritehe charakterisiert sind. In ciner
feiher verdffenthichten Arbeit |1]. haben wir cine neue (:h:ll‘:lki‘C‘I‘l\-l(‘i'lllI;_f
dieser Zalilen angegehen. und zwar zeigten wiv: e rveelle Zahl 2 st genau
dann cine algebraische Zahl sweiten Grades. wenn man aus der '/.u;_,rcm'dfw-
len R-Folse eine solche Unterfolge withlen kann, dic eine rekursive Relation
sweiter Ordnnng erftillt.

In dieser Note sehen wir cine hinecichende Bedinguny daliic an, dass
cin reelle Zahl cine algebraische Zahb belichiger Ordnung ist. .

lFoleende Aussage ist hekannt: Gilt = & @ (1), wobel 8 cine ulgcln::u-
cehie Zahl n-ten Grades ist.so isL 2 eine aluchraische Zahl, deren Grad Teiler
von moast, . . o

Definition. st 'u,) ey cine dic rekursive Relation (1) erfiidlende Folde

|
(" Mygr =g Upppq - ta My o1 AUy
mit o = Q8 =1, 20 koso werden wir senan dann sagen, dass diese ve-

kursive Relation irreduzibel ist. wenn das Polinom
{2} Pla) saf =t —ay Ty

irreduzibel Giber € st .

Satz. Besilzt dic rectle Zahl » die Eigoischaft, doss man ais der dewm ent-
sprechenden Ketfenbruel zugeordnelen R-Folge eine solche  Unterfolge iR ,-”}
no= N wdblen hewn die cine rekursive irredizibele. Relation leder Ordninig
wmit Kocffizienten aus @ erfiillt, so st = cine algebraische Zall. deren Grad cin
Teiler con L ist.

RBeweis. s sei # cine reelle Zahl, so dass man aus der dem endsprechenden
Kettenhruch zugeordneten R-Folge cine dic Relation (3) erfillende Unler-
folge TR, 1 g withlen kann. (Dabei bezeichnet N* die Menge der natiirhehen
Zahlen aussehliessend Null).
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Da das Polinom

(R7] Pla) =af — ot B L

[l b

irveduzibel ist, hat es paarweise verschicdene Losungen. wied wir pelinen
an, dass diese so numerriert worden sind. dass:

(3) 2| =8 e = |y

In dem Vektorraum  b.oder aus  den die Relation {1} erfillenden Folgen
{fu,},exe besteht, withlen wir dic aus den geometrischen Foloen gebildete
Basis

1.2, , 25, o, =f. Ll TP
e =1
((i) ]: Ty Hg. Fg, Moy 2 5
23 .
1, % 085 . %, Xg oseees ik

Aus (3) crgibl sich §l’.-"'} e 1. Q1 = V. Folglich gibt en 2k konslante

Zahlen _f, .y, oAy By By, By so dass
) | Py —,Ilzi‘:* T SR TR S S I -
| R, = B4~ + B, PT el SRS TR/ PR il
gilt. Da aber
| 1., 1
Ty fa e %,
A =] afad. iue 7} ¥ 1)

B i S
ergibt sich, dass diese Konstanten aus den liniaren Svstemen (8) und (8)
cindeutig bestimmt sind.

ol e ool

5 -'I. *‘_“‘Pj] '

(8) PRI T T P SR oAy =Pf2 1

CTRRR PR o e P S 2=, "——P}’_,
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By Bt sl Bp=2 Qe

u Iy - 2, I3, U T T _Q-'z‘
wh=t I3, - A1 E, 103, = Q_.L

wWir haben

| 1 Pl.] 1
t " -’cl | 1,3 o ’1“! hy
S =N
(1 A= 3 ———— =1, 0 I,
|} ! L@ 1 1
"’l g 0o u
ﬂ N TR == MR
(10) B, = A P =1.2,...k

Aus (9) und (10) bemerkl man. duss 4, und B, symmetrische Rationalfunk-
HONEIL T 7y« %o eeeen %y 1o Frgz oo % sind. und folgliel gilt :

A= Q=
B, = Q (=)t 1,2, 4
Fos oilt
o =tim P [ Q,
nnd daraus. unter Beachtung von (3). crgibt sich 2 =Ryfdy, d. hox & Q ().
Demzufvlee ist 2 cine algebraische Zall), deren Grad ein Teiler von X ist.
ot A cine Primzahl, so ist z cine algebraische Zahl fe-ten Grades.
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ASUPRA FRACTHLOR CONTINUE REGULATE AL NUMBLERELOR ALGERBRRICY
DE GRATY MAL MARD CN Doy -

Rezumal

In aceasta Noia se demonstreazit ¢a daca din R-sivul atasat fractie
conlinne a numirnlui ¢ (sirul mmierclor complexe care cares )‘Ill‘lt.l( vi ':“u"‘lm-
llnml(n' p()]l;_;‘()nalc ale lni Felix Kle) se poale extrage mllhull)sil' ("n'(l: I‘:-”l'm
face o relatic de reeurenta, cu coelicienti rationali. ireductibila (l;: or l'd !;'
atunei numarul z este algebrie st ogradul s este un di\'irm" al Ini :’"m ;

Analele stiintifice ale Universitaiii AL 1. Cuza® din Iasi
Tomul XX, 5. I a, fusc. 2, 1974

{"'BER BESCHRANKTE VERALLGEMEINERTIS ANALYTISCILE
FUNKTIONEN
VON
HEINRICH BEGEIR

Nach dem mit Hilic des Ahnlichkeitsprinzips von 13ers hergelei-
teten Maximumprinzip [+, erfaht cine in cinem Gebiet D) der komplexen

Khene € approximativ analytische Tunktlion ¢, fur dic

Tm |w(z)| =M,,
:-’ah
die Ungleichung
IZG(:)E < M, (2= m

mit einer von e und 1) abhingenden Konstanten z (1 < ). Tm analyti-
schen Fall gilt 2z=1. Dies ist im allgemeinen nicht so, da hei approximativ
analvtischen Funktionen, lokale Maxima aultreten kénnen. Ein nahelicgen-
des weil reelles Beispicl ist cos z > in | 2| < 1. Der Faktor » verhindert es,
vewisse Aussagen, dic fiir analvtische Tunktionen inm ganzen Gebiet gelten,
"1 der Nihe des Gebictsrandes nachzuweisen. Dies ist in {8] {iir das Schwarz-
cche Temma in der Pickschen Formulierung aufyezeigt und soll hier an Hand
einiger von Carathéodory gegebener Abschiitzungen (vol. [3] und [9])
nachgewiesen werden, die aus Informationen iiber den Realteil einer Funktion,
Aussagen iiber ihren Jmaginitrteil méiglich machen. Da8 diese nuv in eincm
Teilhercich geltenden Ungleichungen dennoch niitzlich sein konnen. zeigt
cine Anwendung im Hinblick aul den Liouvilleschen Satz.

I. Einleitung. Fine in cinem beschrinkten Gebict D von € gegebene
komplexe Funktion ¢ hei2t approximativ analytisch, wenn sic bis auf iso-
lierte Punkte stetige particlle Ableitungen erster Ordnung besitzt und cs
eine nichtnegative reelle Zahl k gibt, so dag

(1 wi (2 € b fw(z) (z = D}

Tn cinem unhbeschrimkten Gebiet 1) hat man neben I die Existenz ciner reel-
fen Zahl = 1 zu fordern und (1) durch

. k
(1 EHENE - w{z
vz (2) | 1—5~l:'.°l Y



