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ASUPRA FRACTHLOR CONTINUE REGULATE AL NUMERELOR ALGERRRICY
DI GRATY MAL MART G DOl ‘

Rezumat

‘ln aceasla Nota se demonstreazii i dacit din R-sirul atasat fracticd
continne a numarnlui ¢ (sirul numerclor complexe care cores ‘m‘u"l‘ vi 'I"u"'ll“-
llmulur p()]lg()na]c ale Jui Felix Kler) se poate extrage un hulI))sir ("ll'(l: l:ill.]lm
face o relatic de recurenta, cu cocticienti rationali. ireductibila (lo ordi ];--
atuner numinl 2 este algebrie st gradul s este un divizor :ll ];Ii }f'm )
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Nach dem mit Hille des Ahnlichkeitsprinzips von Bers hergelei-
teten Maximumprinzip [4]. erfiilll cinc in cinem Gebiet 1) der komplexen
hene € approximativ analytische Tunktion ¢, fir die

Tim |w(2) ] =M,
30D
die Ungleichung
[w ()] <=M, (2D

mit ciner von w und D) abhingenden Konstanten = (1 < z). Im analyti-

schen Fall gilt »=1. Dies ist im allgemenen nicht so, da bei approximativ
analvtischen Funktionen, Jokale Maxima aufltreten konnen. Kin nahcliegen-

des weil reelles Beispicl ist cos x 2 in | 2] <1 Der Faktor » verhindert es,
vewisse Aussagen, dic fiiv analvtische Tunktionen im ganzen Gebiet gelten,
1 der Nihe des Gebictsrandes nachzuweisen. Dies ist in [8] (iir das Seliwarz-
sche Temma in der Pickschen Formulierung aufyezeigt und soll hicr an Hand
einiger von Carathéodory gegebener Abschitzungen (val. [3] und [9})
nachgewiesen werden, die aus Informationen iiber den Realteil einer Funktion,
Aussagen {iber ihren Tmaginiirteil moglich machen. Dad diese nur in eincm
Teilhereich geltenden Ungleichungen dennoch nitzlich sein konnen, zeigt
¢ine Anwendung im Hinblick aul den Lionvilleschen Satz.

I. Einleitung. Vine in cinem beschrinkten Gebict D von € gegebene
komplexe Funktion ¢ heidt approximativ analytisch, wenn sie bis auf iso-
lierte Punkte stetige particlle Ableitungen erster Ordnung besitzt und es
¢ine nichinegative reelle Zahl k oibt, so daf

(1) wi (2 €k jw(3)] (z = D).

It cinem unbeschriankten Gebiet I hat man neben & die Existenz ciner reel-
ten Zahi ¢ 1 zu fordern und (1) durch

(1) wi (9] & ———|w (@]
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s erselzen. Approximativ analytische Funktionen zeigen cin lokal asvinp-
totisches Verhalten wice dic analvtisehen Funktionen. Dies lelirl der Salz
vono Carleman [ und das Ahodichkeitsprinzip.

Fine Teitmenve dieser Funktionenklasse  bilden  die psendoanalyii-
schen Funktionen, die in engemn Zusammenhang mit den quasikondormen
Abbifdungen stehen. Zu cinem Paar voncin £ gegehenen kormplexen. gleich-
it stetigen, mit Holderstetigen particlen Ableitunoen erster Ordnune
verschenen Fanktionen (F.6). das den Bedinguneen

0N = T SR ()G (2

1nd

() Gy = M,V F: () Grfa)es

it konstanten Mo W, (A und 6 - 1 genagt, hei3l cine in £ vestehene kom-
plexe Funkbtion e (. G)-psendoanalytisch, kuvz pseudoanalvtiseh. wenn e
cinmal particll differenzierbar in 0 ist und dic Glewehune
we(2) =a Y ) Fh(ae s
mit den charakteristischen Koeffizienten o und b des erzengendoen Paareses
(F.G) erfiillt, die sieh aus dem Svstem
Fo(z} =a (3 F () L 0D F (). G =a() G (4 b ()G
crochen und einer Absehiitzune der Form
. b : ;
[ (| 1h()) = {0 = /0.1 )

1 o= %9
gendigen. Ist 1} hesehreiinkt, so kann o dureh 0 erselzt werden, Die Funktion
w HBE sich in cindentiger Weise mit Hille von zwel veellen Funktionen 7.
und u durch
{2) w{z) =0 F () - u (G ()
ausdriicken und
o (1) =7 ()L iu ()

vermitielt eine quasikonforme Abbildung, Beachtel man den Zusammon-
hane von o md e, so sicht man

-
3 wizl| s Mlawid)| € —[w()] (x=in
) A

g

Nach dem Ahnliehkeitsprinzip Tihel die 2u einer approxnmatin analvtischen
Funktion s webildete besehrankte und gletechmiibig stetige Fanktion
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1 \'u‘._ (D) d%d, (5 Eoake for. el

(1 "t w () o =1

-,

i

an der in £ analvtisehen Fanktion e (2) «fGL Mit 11l von found & 151;,. \I.(‘Il
ine obere Sehranke fie s (2) angeben. Genauer gesagt gilt (vel. [H 5. 60)

el
s g — (v = €)
()I < I _|_£|..h. ‘n—l

il einer nur von g abhiingicen Grose . T Fall eines Kreises miit Raudins
i folel ans der Ungleichung von 110 Sehmiadt (10
P 1
s(z)] €26 (r=0)
Selrcarsehes Lewna, e in |2 Rio K 21 approxialin
aunalvtisehe Panktion e, fiie dee

e {0) — 00 Hime e () W, .

|28~

sendiet der Unotetehung
(2] < K2M= (jz] = R)

mit ciner von & und R, bei Giiltiskeit von (17) anstelle von (1) von ©wd
s ahhitneenden Konstanten

(3) K ek,

2. Beschrinkte approximativ analytische Funktionen. II‘II(‘I‘ \\'(-rrltin
cinive anl Borel, Carathéodory and Plemelj zuriiekgehend
Uneleiehuneen untersueht.

1 v ; ; » | 5

Satz 1. st a0 approvimatic analyliscl i | < R R4+ =)

w0y — 0 wd

Rew i) = (.4 a0k
s0 sclien
RS N
{6} Rew () ”_’h—, A( : it
R

el

(7) w(2) o AR I

I— K

il Woans ().
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Die Ungleichung (6) ist nur fiir K%/ <! =~ B interessant.
feweis. Die Funktion

st wewmen

il
A g | w () -2 |
mit
10) =0, S5 <1
approximaliv analytisch. Das auf fangewandte Schwarzsche Lemma ergibt
Rlw{(z)| S KY|w(z) =24 1z].

Hieraus folgen die Abschiitzungen (6) und (7).
LiRE man die Voraussetzung tw(0) = 0 fallen, so kann die mit Hilfe
der in () gegchenen Funktion s gebildete approximativ analvtische Funktion

W () =w(2) —w, e (w, =w(0) 5®)

herangezogen werden.

Funktionen vom Tvp ¢* mit bescluiinkter, gleichmiiSig stetiger und bis
auf isolierte Punkte im Gebiet reell stetio differenzierbaver Funktion s. fiir
dic bis aufl dic Ansnahmepunkte

L.

() £ —X (0=

S 1 5
1+ |20 )

2

gilt, sind im Hinblick auf den Satz von Liouville fir approximativ analy-
tische Funktionen (vel. etwa [1]) als approximativ analvtische Konstanten
nn_znsohm. N (=) erfillt die Voranssetzungen des vorangegangenen Satzes
mit

Re W(z) < o 4 KNy !,
sn da?

2RI -

8 o (s e e g el NN o
( ) ]2( it ( ) (Y h < » _!. e =:| ( f K Wy )
ih

KL
(ﬂ) W (-'} “'t'r i “t4) 5': . : “’"—!‘— (f '{' II\' HYH )
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velten. Ans der Jetzten Engleichung ergibl sieh folgende Verallgemeinerimg
Jdes Liouvillesehen Salzes.
NSatz 2, Fefiilt die in C approvimalivc analylische Funktion w die Be-

dingung

Tim 1) 0. I{» max  Re ()
iy r B

s Ist e cine appiovimaliv analytisehe Konstanie.

Dic rechte Seite von (9) wird namlich gleichmiBig fiiv | 2 <r it belie
hiv vrogem, aber festermr r owegen der Voraussetzung iiber das Wacehstum
von LA (R fiie gentigend grofes B belichig kletn,

Satz 3. Sei w approvimatic analytisch in |20 R0 R ).
w(0) — O nnd

>

Rew(z) =1 (0= .{ |- oo, & R).

e silt
L I K=

(]U) ]n] w I:":_; = l().t_l" Ll - .
= R —K3|:
i
Ao R
Beweis, Mam setze in | - R
1 —f1{z) : LY
4 {g) — ., fz) =p*4

und hepeble, da ¢ wegen

und
(3w (3) ) < 2wz {z) g{3)
approxinativ analvtiseh und nach oben dureh 1 hesehviinkt isk und in = =0
verschwindet, Das Sehwarzsehe Lemma e ¢ ergibt (10), Tn ganz (2| - R
kann man nur
20 T (s
Imw(z) < log — 2 ()
= I =g
sichern.
3. Beschriankte pseudoanalyvtische Funktionen. Die im zweiten Ab-
schnitt senehten Aussagen gelten unverdndert. aueh fiir pseudoanalytische
Funktionem. jedoeh stehen bei diesen mehr als ihe Real- und il Tmagindie-
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Bereeis. Bekanntlich folgt aws der Delinition von A(R)

22 S LR s )

teil die in (2) gegebenen reellen Funktionen nound woime Vordergrond. e
Abschiitzungen (6} und (7} soben i Satz 5 (Ungleichungen (13) und (1))
ir diese IPunktionen hergeleitet werden und mit sciner Hilfe wie in 2. cin
alleemeines Frgebnis ine Sinne von Liouville erhalten werden,

Satz 4. Eine in einem Gebiel D psendoanalylische Funktion s st pscudo-
anclytiseh Lonstand. d.h. von der Form

T2 w2 (= 1))

wendet man aul” die awegen
w(z}| = ‘”—'z('(:) s AR (Y1 = Ll
A
beschirnkte approximaliv analybische Funktion

w0
w () — 2.0 (2)

mil el veellen Konstanten by wnd w, o wenn Re o oder Tana bosistant sindd.
Beweis. Die Psendoanalbvlizitiit von

wi) =n () F () F ()G ()

st (vel |1 s 26) elcichbedentend mit dem Bestehen der Gleichung

(-5 R)

anter der zusitzlichen Voratssetzing e (0] — 0 dits Sebhwarzsehe Lennna an,

sl r(ilf_ﬂ

(O (= wp (DG () =0 (v e ). . , o MERE
l.( ) ( ) rLZ() () ( ) o e () o (1) ._I( - RO - ._A i
oder mit der Gitltigkedt des veellen Systems
by =iy b oou,. 1, = —ouy - T, (2= iy = D) Dureh wicderholle Anwendung von (3], lolgt hicraus
Rt ;
it recllen = und s, die hestimmt sind durel : A{r) £ ——— A{R) (2 h)
mit reellen = und 5. die bestimmt sind durch (13) {7 Nl

G (-—is) I =0.
L el
Salz 5. Isl o psendomialylisel in | 2| € R, '

A =Max 2 {2), M (1) =Max|w ()] (0 €7 € R)

|z1=r fzi=r

pq pr P , )
[ 1) wi{z) = T MARYC 2 fi
blat) () Fid i

wnd ARy endlich. so gellen mil K s (5} i Dic erste dieser heiden Absehiitzungen st fie €20 N R micht inter-

essant. Tnn Fall

2 R O = M RE
Sls ( T _3—] W (0) =2 410} + p, G(0) #0
Ve . . ie Jetzte Uneleichung dureh
(11) mm-mmnwmm)sﬁﬂh”UW)hJ e e e )i
= [ 200 ) FEAl ’y
W (2) — 1 B (D) — w6 ()| § - ML) = 7} U 2| )
e [
> o a0y dselzen. Aus ihr lolgt
(i) M) < M ¥ I_(.' s b ity 1 A : y 1 (R sz elsclzen. Aus ihy folgt ' .
v N —Cr ()] < M R+ C |:_||;, + i, |+ .")(’_lz..l._:l(h’)
it RS e T TR e

e (0) 7 7 (0) tha (0 (0). vder auch
LN~ — s Jhes 23O =
wi(z)) < ET_(z.(;]}d_])_(;_l_tjl 7o B (2 e G (D) - Rl G A (Y.

R—C|z| R —Clx]

Bine entsprechende Aussage gilte wenn man unter 4 (R} das Maxtinum
von - 7 {2) verstehl, Auel konnen dic Rolien von o und o omitemander
verbausehd werden,
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Das Auftreten der Konsl: ‘ i i
5 = Konstanten ¢ t i allpemeine udoanalvlische
pongte co So . : atlgemeinen pscudoanalylischen
Fall hat seine Ursache im wesentlichen daring da¥ cine solche Funktion e
im Gegensaty, zu der {In' eincindeutiy zugeordnelen quasiholomorphen Fank-
;1'011 ) (hn'('hv (]I(‘. Existenz cines lokalen Maximums nicht notwendiz eine
.\Uilh{‘lllt(‘ wird (vel etwa {3]) Dass dic insceharfen Abschitzungen gelegent-
lich dennoch niitzlich sein ko 7ol ! " Liouville zurd
A Lzlich sein Konnen, zeigh das Tolgende aul’ Liouville zuriiek-

gehende Frgebnis,

Sa,tz 6. Gibl es fiir die in € psendvanalipische Funktion w cine wichinegative
gunze Aahl nomit ‘

dr)

i +1

lim

[

so ist w0 cin pendoanalylisches  Polynom, dessen Grad wicht grosser als n sl
Beweers, Dareh die IFestsetzung .

Ro=zr € =ip oo fosl)
Folgt aus der fiir cinen Kreis |2 — 3, | - R geschrichenen Ungleichung (12)

MAry = 00 {zr)){r = -} o).

sodda

e M (1)
litn .
phtl
r— o
Hicraus [olgt dic Richtigkeit der Behauptung, wenn man die kntwickel-
barkeit von e in cine pseudoanalyvtische Potenzreibe

| oo
wiz) =Y, VAS (T
k=0

und die Koeffizientenabsehitzung (vel, [+, 5. 116 und 5. 181

e M ()
.| 2 7 (1 £, h=0,1,2,.)
beachlel.
_ lllc'.bnglcichung (11) gibt zn cinem neuen Beweis tie den Satz + An-
a5, Ist niimlich 7 = Re o konstant, so folgt fiir cinen in 1) gelepenen Kreis
P2z | £ R owegen A (R) =7, aus (11) S

w{z) =10 F {2) 4 2 G {2).
Mit Ricksicht aul das Nullstellenverhalten von pscudoanalvtischen Funk-

tionen (Satz von Carleman) gilt diese Bezichung in ganz ).
Zu einer dhnlichen Aussage kann man Satz 3 ausnutzen.
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Satz 7. Haben zvei in einen Gebict D gegebene (I7, G)-pseudoanaly-
tische Funktionen w, und w, in einer offencn, in 1) gelegenen Menge den
gleichen Realtell und gilt fiir cin 2, dieser Menge w, (%)= wy(zp). 50 stimanen
heide Funktionen in D miteinander dtherein.

Beweis. Man wende dic Abschiitzung (10) aut dic approximativ analy-
tische Funklion s, — 10, in cinem in 1 gelegencn Kreis | 2 — 2 | < 8 an,
in dem Re {(w, — ) verschwindet. Da dann

Im (@, —w;) =0 (K| z—z) | < R),

st w, mit w, wicder wegen des Satzes von Carleman in D identisch. Man
jann hier wie aueh in Salz 3 die Rollen von Realteil- und  Imaginirteil
vertausehen.
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Penlru Tuneiii aproximativ analilice se  demonstreazi, in  anumile

conditii restrictive, inegaliliftle de lipul (6), (10). Inegalitili analoge se stu-
diaza penirn cazul funciiilor pscudoanalitice mirginile.



