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UBER EINEN ZUSMDMENTIANG ZWISCIIEN DER
CITARAKTEREISTISCIHLEN FUNKTION T'ND DER ANZAL
DER NULLSTELLEN BED GANZEN FUNKTIONEN DER

ORDNUNG 7]
VON

L. VOLRKRMANN

oISt S0 cine gane Funkdion, so bezcielinge o (e 0 die Apeab! e
solbalelten dieser Puankbion im Kreeis | =

. 1 S
mir fl — \ log J{re=) iy
0
dic Nevanbinnasche  Sehmiegungslunktion und 7 (e f) e Nevanlinnasche
charakteristisehe Funktion. In der vorlicsenden Arbeit wird Jolrender Satz
hewieseh.
Satw, Sed f (=) cine ganze Funkilon der Ovdnung 700 1L dann gilt
7o ey =

— s i{r. Q) l : -
litn —

2 T
s e = g |
el diese hsehadung st scharf.
In den foleenden Noommern wird hieelfie der Bewels geveben. dabed
kann ohne Besehriinkung der Mlgemeinheit 200 0 voransgeselzt werden.
20 U oeinzischens da® die Ungleichung (1) seharl st setze man

S =] (I s —'—1)-
Wt W
e =t Tar 7= 2 (vell RO Nevanlinna 150 18)
= fiie ¢ 7 =
Hir Oy~ Pir fy~ 4"
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3. Zum Beweis von (1) kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
F(0) =1 vorausgesctzat werden, so da8 f(z) in der Yorm

(®) e =Tif1-Z)

(ty

geschrichen werden kann. Setzt man

26 = I (1+ 7o)

o ist auch g{z) von der Ovdmng 2 (vel. A. Dinghas [1], 8. 335), und
es gilt

m(r, g 2 om(r.f)
(vgl. W. IL J. Fuchs [3], S. 282). Daher geniigt cs, den Satz fir ¢ (2) an
Stelle von f(z) zu bewcisen, d.h. man kann die Nullstellen @, von f{=)als
negativ voraussctzen. Damit wird log | f(re)| cine gerade Funktion von
g, die fiir 0 < 0 < = monoton filllt. Also gilt

T (r, f)=m (. f) =}__813'g LFlret) [ do =

4]
3 m
) : B w1
m--11 -
=L (log 17 (rew) | dp < T = S log | (ret¥) } d,
., moow
0 0

wobei 0 < B(r) <= und m ecine beliebige natiirliche Zahl hedeutet.
4 . Wegen a, < 0 in (2), gilt

e Arg 3 )

log f(z) == —-—:——)—c

C e B
-
=
—
-
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S
=
—

(vgl. E. C. Titchmarsh [6], S. 271), wobel dic Integrale fir z =re®
(r fest, 0 Lo mf (m A1) B () =L [(m <4 1)]=) gleichmi2ig konvergent
sind. Daher gilt mit (8)
-4 o -3 :
. ==
(J;MSJx o=
1 (A
1] 0

0
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gn {t, 0) 1+ rcos = .
0
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3 CHARAKTERISTISCHE FUNKTION UXD ANZAHL DER I\{JLLS'I'E],LEN i

3. Daodie Oednung 2ovon {2 Kleiner alds cins st oilt
—— logn{r. 0
lim —=2 . ) 7
o low r

»
=

(velb o N evanlinna [3080 227). Man withle nun = dureh die Uno lei-
changen \“

1 ..
l—!m'() 7. L
0z =% LDz 2 :

(23

A 7, o
' l 1 far - = & |
i e

and  hitde die Funktionen

n(0)

fr-s

I () ,:,( oy
4

<! o:).

Pann st A (1) positiv und muomoton wachsend. il es wilt

HITY/A0! o

I o0
Ferner existieren e 2 4, die Maxima
max [ (). max i ;
fo et 1 et fi (4}

\[m diesen Tatsachen @ber IF and b B3 sich wie et A. Ed red und W
II, J. Fuchs |2]. Bewa ; o D e . S .
[2]. Beweis z2u Lemma 1.oaal die Existenz helichig grofer

r 0 sehlie3en, so dal gleichzeitig die beiden Ungleichungen
n(0) _ w{r.0)
e =% "‘;.ﬁ_"—z (o <1< r)

(1, 0) < i (. 0) (f' < C(’)
ST <

erlulll sid.
6. Fiir diese roist wegen (1)
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also, mul #r —=s.

o

ry1 " °
i I (r. 1 : §oeos
—'l—) < - \s’ Solarecty — s 4

mA Y nir 0) st
{G) i !
\ (s —s) b tds — 1,0 1,
a

Particlie Integration und anschlicgende  Anwendung des  Residuensatzes
licfert

o
1 ¢ sMEamna I osilne{rn-2 1
11—_“‘—_"\._'_—'”* ol e = (, —)4_"".'.‘ = .
=(rntz) s b 2seos nbesinz (ad-gb (R4 z)sin = {n-g)
]

Im Falle 0 = 7 -~ 1/2 ist wegen (3) sogar f, << /(. + <).
Wegen I, = 2¢/(3* — ¢*) folgl somit aus (6) dic ADbschittzune

1 2z ity 0 i i
. . — — flir 0 = 7 = -
Bk I'(r.f) _jrntz= = g ’ i
(7) . = 1 2g 1

m1 nir0)

- - — flir—=r= 1.
(. & &)sin={2--2) -3 2
7. Dic Ungleichung (7} gilt far belicbig groge 7., also kann i ihr 77{r. f)
(. 0) durch e T {r, ffn (r, 0) crsetzt werden.
r—ros

Dic Grenziibergiinge = — 0 und m — oo licfern {1},
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ON SOME COMMUTATIVITY TIHEOREMS. 1
By
VASILE BTRATESCU

0. One ol the well-known commutativity theorem of flerstein
asserts that in any associative ring R if for all ao gy = R there exists an in-
fewer n = n{r. ) such thal

(vy — yapresd = vy — 4,
then R 15 o commutative ring.

Since we are interested in Banach algebras, it is of some terest to
wive a prool in this setting. Our purposc in the present Note is to give a proof
of the ahove theorem as an application of Baire’s theorem and also for
other theorems. At the end of the Note we give a conjecture about operators
in Banaeh spaces.

I. Theorem 1.1. /[t is a Baviach algebra and for each v, y, there exists
an nteger no=n (0, y) > 1 such that

(1} Gy — =y — ey,
Hien ot s commudalive.
Proof. We consider the Banach space of X of and the sets
B, ={(r,y). nlvy) =
which  are closed subsets in of % o and of X of = U B, Thus we find

. . . e -
an integer  n, and a pair (. 4,) such that there exists a neighbourhood
N (. g such that B, D N (7, #,). 1t is obvious that for small ¢ the ele-

ment (- f (e —a) ) s again in N (@, . y,) and thos we can take n{x -

s Ll —ay). Ho) =1y .
I'he veetor valuwed function

e L e e P B e s N C Y

bis the derivative of order a1, equal to zero. But in this case for £ =0 we
abilain that

O =y — Yo -



