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UNELE METODE TOPOLOGICE IN STUDIUL RELATIILOR BINARE
DE
DAN BRANZEI

1. Dualitate. Sc numeste relatie binardi un triplet ordonat p = (Ap, Bg, Gp), unde
Az si Bp sint mulfimi — numite bazd, jar Gp — graful relatiei binare — o submultime a pro-
dusului eartezian Apx Bp. Se noteazi aph in loc de (g, b) ¢ Gp. Notatiile uzuale in tcoria
relatiilor binare [2, 8, 1] nu sint in general invariate de dualitatea din teoria pultimilor ;
ca exceptic citim taietura relatici binare p peste un element @ p < @2 = {b: apb} si ope-
ratia de conversare p ~ — p L unde Ap™l = Fp A Ho™' = AAp Alaph <= bp~la). Vom considera
un operator 7| .de complementariere® A7p = AAp Bp = Bp AGo = (dpx Bg)\Gp. Prin-
cipalele potiuni ce le vom utiliza asupra relatiilor binare cu denumirile lor, gint date in ta-
belul urmator

prp = ja: 3p aph} prlp= la: Vb = Bp— apb}
pryp == 10z 3, apb} o prip™! prio= [b: Vea = Ap — apb}
Proiectiile relatiei binare p Coproiectiile relatici binare p
gop= (Ap, Bs, Goog) unde ¢ % p= (Ap, Bo, Go, % p) unde
acaghera<a> nol<b> # 0O, as k phesp<az=Uct<h>=08s - do
Compunere in categoria "R, Compunere in categoria R*
definitd daci si numai daci Bp = /Ao
Pl P;ﬂ>0-'+9n+l=9”°;9§ P“:=P’ ,;>0__)P|nl-1) Ptﬂ)*P
n<0—>pt=(p7")"! n<0=p™Mm (pi=ti-!
Puteri ale relatiei binare .omogene® p Copuneri ale relatiei binare omogene p
(— adici 4p = Bp)
wsp=popl; wap=plop ap=p %k pl; ofp=pTlxp
Relatiile de filtrare ale Jui {Relatii de cofiltrare ale Iui p)
[p, 6, @]l = yeolep [p 0 y]l=x *ka ! &p

Produs ternar de relatii binare {(— cu accleagi Coprodus ternar de relatii binarc
multimi bazd).

v ~ A S
p = (P(dp), P(Bp), Gg), ¢ = (P(Ag), P(Bg), Gp) unde
unde pentru oS A A B B pentru o€ A A BE B:
v ~
apeB= Up<a> wpfef=ne<a>
agca agx
Globalizata relatiei binare p Coglobalizata relatici binare p

Fiind dati o clasi U (respeetiv &) de relatii binare, inchisi la reuniuni (respectiv in-
terscetii) cxistd un singur operator majorant ¥ (respectiv minorant o'} astfel incit: 17 cste
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T — e =

definit. atii bi : i j ii
pe relatii binare ee admit majoranti in ¢, (respeetiv minoranti in W 2° are do-

meniul valorilor @ {respectiv wl: 37 satisface conditia %) pe>p = o (respeetiv o'l'( }o
oA . PR - [l . ces A . ) ' b ) I"

o #IE.EI‘,;. l(_)pcmtorn S 5107 sint numiti inchideri si deschider: 12 iguet |2]

A [l.m(l (ll 0 prn.;‘mzmc" logici P formulatii eu predicate din teoria nmiltimilor, cu pre-

(‘l[':'l (lm coria rclatu[nr binare consemnate in tabelul de mai sus sioon n'pcrato,n -dc in

d'] ere sa d(':scludcr(_: “'Igllt‘t, vom numi duals propozitici 1, propozitia logicd (P} obtinuta
in prima prin substituirea prc(i:mtclnr::_—.::a,u,ﬂ,-,,I, T = prin>o c n; L‘j I 'lm: .

. ! ‘ ! o ' N o JotlL » . + Uy Iy =, a celor
onsemnate in tabel prin cele situate pe acceasi linie, a operatorilor f¥ i o7 prin operatori

P i fY v e il i
07 si Jr; . unde qo(;,;) contine complementarele relatiilor binare din P (respeetiv )
i) (res ;
o fn;;l;?:::;-n:; ::npg:::féa‘(‘lj c.\!r’. r.rln’ﬂ'rfmltd pentrie valorile o (relutii binare) r:{(; variali-
T indepe @ ¥ onumai dacd P oeste a i pe tlorf 3
coriabite mdepentens devdrald pentru valorile ey ale acelorasi
2. Topologii asociate. Consideram pe ati
0 pentru o relatic p = (.dp, Ap, Gg) familia z ] de sub-

multimi o ale lui . = .1z ce satisfac of Svi ili
ti ] < Iz ce s pla) = o Iivident, familin contine sul imile im-
proprii ale lui :f‘l $1 este inchisd la reuniuni si interscetii, Vom f:f)r‘!lrsic:lt'r'xt in :(;I ):nlglt:im]c ".l-]
Foarele topologii 1t 1 f d et nseeintdl urmii-
%, #vind ca deschigi elementele din ¢l
Op. avind .ca il'lcllifii .e]cmcntclc din p |, deschisii @ ai acestei topologii caracterizin-
du-se evident prin oricare din urmitoarele propozitii echivalente :
v s hd
P2 T ahp(la)= (5 p<a> Nt Peaca; piw<a
Ultima expresie asiguri rapid formula :
(1) ¢ = o-1 implici 0, Toe
llfm\--lx?(:;e-irpir]clmT?fs)i O'fdrcl']F operatori definiti pe familia K{, A) a relatiilor binare omogene
% A} — familia i i o in e ice | ie isi
e topologiilor ui .1 in care orice mntersectie de deschisi este un

8. Operatorul <, Un rationament inductiv si igurd od in i M
au loc impiieatitlo s t mplu asigurii ¢i in ipoteza () S o+ o &= 7)

A’
TEA2» < r> SpA) EaVang o" <a> S g (U e"l<ue>ca
S observi i : " "EN+
M observam ol relafia ) p* constituic inchiderca 12 guct a relatici binare o, in TApOFt
HEN 4 ' '

cu mulfimea relatiilor trangitive : suri serierii

A L ] ; pentru usurinta scrierii vom nofa a st ati i |
8¢ deduce aeum usor formula : ! Ccastd relatie prin | ¢ |

() ' 0
= Fe=DPrzlpl.
Observim succesiv echivalentele logice
(.}) - W v W
. e T &= PT. = i =11y
[ o pr; li:' = PTy Gl <> VaE,l HSCA l‘,‘a > = le | (ﬂ) hsd 316%(-”.-’1! 'Fi = |of © Y

Obtinem astfcl ;
Teorema 2. Conditia necesard si suficieniit ca lopologia < sa fie mai find decit topologia
T, esle cxislenta unei refafii binare 7, astfel fncit*r g = | g oy,

Accastd teoremd gi formula (1) conduc imediat la ;

(4) ep<ﬂﬂ¢’3xe_nl_4_‘4;|°|=x°f°r

F IL’lucrll](l aceste Condlt 1 tehnici [ v eV té
1i  conform iune
b hnic S¢ va pune in e lden

lel=lcjozwips o (c{T 10 |~! % [ p 1] respectiv :
R ilpl=yolpicloie]|pic le*{Vla|"o|ai]
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Teorema 3. Restrictitle operaloritor <. si 0. fa fumilia eclivalentelor multimii A coincid
i sint bijectii.

Pentru demonstratic se observi ¢l in cadrudl unei topologii arbitrare = din familia
consideratii de topologii T(.1}, orice mullime inchisi este {intersectin tuturor deschisilor ece
o contin deci) deschisi. In consecintd, pentru orice clement @ din A, lar} constituie con mad
mici veciniitate a lui x ¢i u oricirui eventual alt punct y din e} Familia {{a}} _ , con-
stituie evident eea mai ind acoperire deschisi o lui of. Se consideri p= |y {&} X {o} si

’ z€d

S e n A - 3 RoT
se vetilici prin caleule de rulind: { | S ¢, p71Z 5, p* & 5, T T = Op. Injectivitalea opera-
torilor = si 0 (pe familin echivalentelor) se dovedeste initinl pe eazurile particulare :

n) 7 coincide cu familia tuluror piartilor Tui o

b} pirtile lni A ce nu aparfin Jui © constiluic acoperire pentru 1
st apoi pe cazul general, cind se desface o in doud multini A4, i o1, unde o, = {o: e} 1}

Covolar. Penfru orice velufic binard o existd eeldvalenje unice ) si g, asifel incit

¢ o

W W w
Prelel= prys ;s prolpl= pr g,

2]

Sint  satisfdcute in  acest caz  formulele : 3_/_ lpl =eger; e l=lpleh; EIIL lal
=u=ag; 3, €= 1plow
4. Separatii. Yom considera cunoseutele uxiome de separatie de mai jos exprimate
pentru un sportin topologic arbitrar (-, <).
Tofel, 2} i Ve Vot # b 3, casanb&av I agprdbep,

et 2): Yy Vgt #2b> I acanbsa

[

Tofd, T} Vg g Yy 0 # b= 3,0 Pe.u=anbs BAaanp= O (Hausdoril),
Tolehs 7) Yoga Vogu 1 # 0> 3y Fae nSunbaBao 0= O(Urison),
To(edy =)t Yy  Vpea@ @ B> 3,0 3 tsan Beananfh=0.

In eazul particular al topologiilor (A, -.p) unde p este tranzitivi, se obiin formwmlele :

Told, =) (Tpop™ YU {poTohu i, = AxA,

Tt )= (Qpep™hu i, = aAxa,

To(.1, Tp) epowpop = Ax,

T, (A tdes [p o [0g0 U T(o,e)] 0 p U iy =Ax,
v

A1

Ty, rp) - V:xeA ("]_;|s) (eixp)c goNoypop

5. Continuitate. Fie (1, <) si (I, 0) spatii topologice arbitrare. Flementele y din

R(d, B) ce satislfac Vae:;-(a)eo se vor numi relatii binare deschise si vor aleitni multimea
RY (4, v; B, 0). Elementele % din “W{.I, B) cu proprictatea duali : V,e-#{e) =0 se vor
numi relatii binare frchise si vor aleiitui -}?I(,-I, =; 11, 0). Klementele » ce satisfue 471 eR? (B,0;
A, %) se numese relatii binare continwd si aledtuiese multhimea notati ®¢ (.1, ~; B3, 0). No-

tiunea dualii : relatic cocontinud ; multimen lor: R, 55 B, 0) Elementele y din R4, 1)
ce constituie submuliimi deschise (respeetiv inchise) in o x B aleittuiese "R, «; I, 6) res-

pectiv Rr" (A, t; B,0}). Penlru == T, §i 0 = 7, se obtin formulele ;
B, =)+ 3,% 0B, A4) = wlolat=|pled,

5° 7@ RO, s

G° 4 = RE (1, To i B, )3, RiAB)eloley=uolg

e 1= R (4, To3 I tglen 3R (A By s yelal=laley,

8° LERUA 73 B, 1) 3, RB W elplogl=golal,
9° 1ER(A B e (o el )erofo lpl )%

10° 4 = R4, i e (e le ) (lefu, el ]1an = O.
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Se constatid usor:
11° KO,z B0 RE(L, = B0 nRT (4, 55 B, 0.

6. Deschideri asociate. Multimike s (1, T It <), pentru 8 € [C, (C), D, I, U} sint
inchise Tatd de rcuniuni si conlin ficeare relatin vidi ; determind deei operatori de desehi-
dere Iliguet : S::(?l’.(.l, ny— Q{,’S(A, T3 M, 7,), unde evident S:z constituic  reuniunca
tuturor elementelor = ce satisfac:

5
=< W (A, T B,z ) Anc oy

o}

W
Cea mai ampli submultime deschisd {(in topologia '.p) w multimii y(:1,) este evident exprimati
W

prin: Int= y{dg)= U v-c-s <a> = U, lel<e>=loo(T ol ky)<dy>
lo] 2> cx(=) €[N —U*pl < o>

Deducem astfel :

Voea g )< a> = o {loio[(Mlalkzlelsl)<a>=[lclal{Tlc| )%

rEp T 1<u>
Fylllel)*x Tle i ]<a>
i prin urmare:

12° Dly=(lolel(Ilal™) ®xylolel)xlpl™.

Se constatii imedint si egalititile

13° Coa=Diy=[lele{Tlpi Tt kyDelalf*lcl™

14° IBy=D" y=1[lalo(Tlal*Welpt 1% Tlsl

15° (CRx=C1r="[lp1e(Te(lpl k7 Nelat ] * Fic]

prin caleul dircet se obtinc si formula:
16° O 1= [ws (o leyowslpilU 7
Operatorul Fc; definit prin Fg ¥y ="Tows o]y ews | pl) Uy reprezintid evident inchiderea

Riguect corespunzitoare lainilici R¥ (-1, =53 B, <)

Lixplicitind in baza notatiilor introduse Ia 1, consideratii din [3] obtinem: pentru
¢ = R(A, C)si § = R(H, C) reuniunea tuturor solutiilor £ a ceuaticl §o £ < o exte Jo b *g;
conditin necesard si suficientd ea ccuatia ¢ £ = ¢ si admitd ecl pulin o solutic cste: 9 =
s oo [() * 2l

Obtinem urmitoarcle explicitiri ale conditiilor 3° — §°, dificil de obtinut prin consi-
deratii directe:

17 g= RO 5,5 Byt o 1S €y 7 elols iplel(Tlel k(£ o lal))
187 g ROGL o5 B, w e S (O xe I leySl1=low) % Tlel Jolel
19° L= RV (A, =5 B, e € DY gesyolplS tatol(Tlal ) x (zolpl)]
20° v s B, T3 By T e kS Mg per Lo S [{lploy) * Flel olel.
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ON THE EXISTENCE OF HALF-BOL LOOPS
BY
1. T. STIARMA and 1. V. SABININ

1. Introduction: We shall say that a loap (), =) is & Half-Bol loop {or lett Tlalf- 1ol
loop} if there exisls a mapping 7: @ - @ such that

(1) @) e fyslees)= [~le) = (yoa)]=z,
for all w, ¥, = = Q.

We shall call (1} left Half-Bol property (LIIBP). It is evident from (1} that every
Bol loop is a Hali-I}ol loop with = = idg . The object ol thls paper is to construct an exam-
ple of a Half-Bol Joop which is not Bol

For the convenience of reader, we shall describe a speciab class of Vebien-Wedderburn
systems, ealled André systems |11

Let =F Le a lickt and ¢ & Aut (). sueh that

c” idj, L 1(!7, for 0 << k << n, then
(2) vig—a-olelee). L oL L Et Ha)

is well-defined. Let % be a fixed field of 6, then o(w) € K can be easily verified.
Further we define the mapping : K — Z, with the only condition

(3) wi0) = uf{l)= 0.

It is clear from ihe definitions of v and g that p. v has sepse. Next we introduee

(4} Gl':?‘] — Ggwnx'
and define the law of composition "o" on & by
(5) rxoy=a.clx]{yk

Thus Q=% — {Og}‘ equipped  with the compesition “2* is a Joop having Ig as identity

Indeed, 2

acy=b=acslaliyy=>b=y= (cla) {b.a');

roa=b=a.cle] (@)= b= vlx).cla]{v(@)) = o)

= v() vfe) = v(b) = p(x) = v(ba V)= olx] ~ olbal)
= . o[ba ] (a) = b= ~ b. [o[ba ] ()} L

Thus (F, +, o) is known as André systems [1], bul in particularisa left quasifield
[8] or Veblen-Wedderburn systems [2].
2. Example of Half-Bol Loop whichis not Bul. Lek us eonsider F=FG(P?), the finite

field with P2 clements, where p = 5 is a prime number. The automorphism o: 2 —a? is
of order two i.c. ozmids‘-. According Lo André systems deseribed in [1], we define the map-

ping p: N —=Z, such that
(6) o )= pd)=0, wk)=1, for k#1,
k= %, where K is a [lixed field of o.



