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It is casy to verily that K ez FG(p). We are interested in the loop structure of @ =
.-=9'—{()}9-. It has been shown in [3] that (), o) is nol & Bol loop. But we claim that
(@, o) is u Ilalf-Bol loep. To prove our asserlion we lake (&) v e 1 is the inverse of
@ in F wilh respeet o 7L 7). From the LIIS of (1), we have
- a)o [yoteos)] = a . olr 1) (yolrosh =

[ —
r sl (ol o) =a sl N (yolyl (e sle] (D)
=a ' ole™ (W) {olaT T elyl) () - (sl ] slyl e L]} (=)

Also from the RIIS of (1}, we have

[+leyolpontloz= [+ e(yer)] .ole™ e (yor)](z)
(8) 7roale™ ] {yoa] ola o (yon)] (s}=
le Lol T (g - oly] o] ala™ o (o 2)] ()
o™ ) - {ele™ ] olyl} () el o (o)) (2).
Consequently we need only to show that
() ole”Yalyl ole]l = olu = (o a)]

to prove the assertion. Iiivstly

elal] = aw(r‘1)= a!ltl'[:t‘}_l) { o if vx) # T

id¥|[ i) = ]L}”
because of (ti);

e oo
ld:}ll (r) 1‘_}-, |
as well. Thus we have
(10} ole] = ole™t), (cle]¥* = i(l._J-( and olr] ofv™1] = irlf .

Secondly
vlato (yor)] = vfa™ . ole T ] (youw)l = vla™t)- [
sle ey oa) = ol ). vy ow) = vl . v(y . oyl () = o(a™)) . w(y) - sly] vl)

= vla™1) . vy} - vie) = vleT! yr) = vy).

Thus we have |
| =1 | N
(1 alete(yon)]= " o(yea) = o = olyl
Finally (10} and (11) imply (#). This completes the prool.
3. The construction of this example suggests that this new class of loops is of great
importance in projective geometry. In [8] it has been shown that Vebien-Wedderburn sys-
tems with B3ol property have direet concern to Pappus theorem in projective geometry. The- '
refore we propose the problem “what is the geometrical meaning of Veblen-Wedderburn
systems with the Hall-Bol property- ¥
The loops with LIIP will be the subject mmtter of next communieation.
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TOPOLOGH. ¢
PAR

RACHID BERBOUCHI]

Le but de cct article est de définir une topologic sur I'cspace d’applications de classe
Cr(0 € ¥ < + c0) entre deux variftés hanachiques X ot ¥, qui soit plus fine que ia to-
pologie dela eonvergenee uniforme sur tout comjuct dans Te eas de dimension [inie ot qui
e généralise les propri¢tés dans le cas de dimension infinic.

1. Topologie C%. 1.1 Proposition. Soient X un espace topologique, Y un espace métrique
ef A un edne de fonclions semi-copiinues inféricurement (5.0, i) de X dans R, jumals nulles,
qui vérifie les propridtes suivunfes Agr 3y s f et g osond deuy ddmonts de A, alors inf (f, )
est un dlement de A, i1} aF [ ool un élédment de ol el g oune Jonction s, e. i, supdrieure on égale
@ f, alors g est un cldment de oA, i) 0 [ ost un dlément de A el ¢ ane fonclion condinie crois

>

sunfe de R, dans hii-niéme, alors @ o f esl un diment de . oA, pour tow! point x de X,
on a infea{y) = 0. Ay:dl cpiste un recongroment onvert dénombralile {(v)) o de X tel que la fonc-
agAd [
tion (y{yn) égele & 1 sur yi el infinie en dehors soll un clément de A, pour toul i
Alors le struclurve wniforme Ey donnde pur la base o enlourages de la forme

Ea= {f, & = FX, V)= F(X, Y); Vo = X; d(f@), ga)) < alv))

est séparde, ne dépend pes de la mdtrique d choisie sur ¥ mais de la slruclure uniforme qu'elle
définit sy Y, ef F{X, Y} est un cspace de Baire pour celle structure. De plux st Y est eomplet,
I restriction de la strugture Iy o Tlom (X, ¥) est compléite.

1.2. Exemples de structures Fg. i) A ost Pensemble de toutes les fonctions s, e. i, ja-
mais nulles de X dans R, On obtient alors une strueture uniforme que lon notera C° ainsi
que Ia topologic associce.

ii) .1 est l'ensemble des fonetions s.c.i. supérienres ou égales a une fonction cons-
tante. Ce sern alors la struclure de Ia eonvergence uniforme. .

ili) A est Uensemble des fonctions ¢ s, c. i telles que o7&, — {-£ ao}) soit compact.
Nous obtenons I structure de la convergence uniforme sur tout compact que I'on note or-
dinairement €0 ainsi que In topologic associée.

1.3. Propriéiés de la topologie C". D'aprés la proposition 1.1, la  topologic €7 est
done séparée; elle rend F(X. Y) espace de Baire et complet si Y est complet.

Nous pouvons citer deux autres propriétés:

a) 8§ X est ndhrique el Iocalement compact, Uensemble Momp(X, Y) des applications
propres de X dens Y est ouverl pour la fopolagie C°.

1) Soient U un owvert d'un espace métrigue X o [ unce application continue de X dans
wn espece metrigiee Y. Alors {0 ewiste un CU-voisinage $ de fU dans Flom (U, Y) tel que, pour
toul dlcment g de ce voisinage, Uapplication vg égale a g sur U et JIX — U sur le complémen-
taire soit continue el que U application vy ainsi deéfinie de 2 dans Hom (X, Y) soit CO-confinue.

Prewve s a) 11 est aisé de veir que, si f est unc application propre de X dans Y, f(x)
est localement compaet (utiliser [1]). Considérons alors le recouvrement ouvert de Y formé
de Y — f{X) et des houes B(y, p,) centrées aux points de fY) ct telles que B{y, gy) N
N f(X) soit compact, Il existe un recouvrement plus fin, Jocalement fini, formé¢ d’ouverts
qui ne rencontrent pas f(X) ct d’une famille (U;); d'ouverts qui rencontrent f{XX) et telle

que 5 0 f(X) seil compact pour toul i,
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On  cheisit alors  pour teul i wm veisinage compact L de U; N f{X) dans f(X) et
pour tout » dans X on note B(y) Ia Lorne inféricure des nombres d{f({.X), I::T,-)pm-.r {ous les
# tels que f{a} ne soit pas dans L. Pour tout a, il exisle un enlier siviclement positif te
que la boule B{f(r), g) ne rencontre qu'un nombire fini des U; done, on bicn Ble) et su-
perieur 4 p, ow bicn Blr) est fnldricur @ g el est I borne inféricure d'un nombre fini de
fonetions continues, I en résulle que £ est localement minordée par une fonction continue
strickement posilive, 11 existe done une {onction conlinu o de X dans It telle que, pour

. + !
tout @, O < aga) < 1/2 B(w). Pour tout x, posons :

a (i) = d(f(a), ¥ U U et alx) = inl (zga), a,(z).

Alors F(f, &} == {#; d{g(a), [{w)) < a{x); pour fout ajest wniquement {formé d'applications
propres.

b) Le voisinage Q sera F(f{U, «[U) ou = est définie par a(p) = d{r, X — U}).

2. Topologie Cf pour 1 < r < + o : 2.1 Definition. Soient X of Y dews varictés ba-
nuchiques melriques el JU(X, Y) le fibré de jots d'ordie 7. Notons u Uinjection naturelle  de
Hom™(X, Y) dans Hom®(X, JH{X, Y} Si nous wmaunissons Iespace o™X, JNX, Y)) de
la topologic C° la topelogic induite par 1w sur Hom'(X, YY) est appelie lopologic Cr,

Done si f est une application de classe €7 de X dans Y ot & une application . e, i.
de X dans R, un Cr-voisinage de f sera «de Ia forme

Fif,a} = {g de classe Cr; d(fr(). g')) < afe), Vo = X} oufr= uf) g =

u{g) ct d’ est la distanee induite par la strecture de variété banachique de Jr(X, 1)
{voir [G]).

2.2 Proposition. Soicnd I un _esprce de Banaeh sépurable, Lssable de classe CF of €7 2
lissable (1 < 25 — 1 <r € 4+ ), £ wn onvert de 1 of F un espace de Banach quelcongue,
“Alors How'(Q, 1) est partoul demse dans lom 271 (7, F) pour la topologie ©s,

Solent X et X dena varidids banachiques paracompactes, séparables, modeldes sur E el
F respectivement. cAlors Hom™(X, Y) est parvlout dense dans Hom® YX, Y) pour la topologie
Co{lm2s —1<r< + co)

Pour Ia dimonstration de cette proposition, je renvoie & [2] et [4].

3. Topologie ' ™. 3.1. Définition. Soient X of Y dewy variéles hanachiques  modelées

respectivement sur I ot KA un germe d'applications [ de classe C® de X dans Y ef ¢ lout

point » de X, nous associons un élément noté Je [ dans X Y x (8, FYN de composanies x, f(x)

et le développement de Taylor & U'ordre infini de f au veisinage de a. J* (X, Y) sera par défi-
nition I ensemble de ces j;“ S pour tout x et tout f.

3.2. Propriétés de J™ (X, V). J” (X, Y) st muni Qune structure de fibré Iocale-
ment trivial au-dessus de Xx Y de fibre (F, % ¢t si ¥ cst complet, il est complet pour
la topologic définie par lu métrique suivante S la, by = X —inf (1, dimda), mAb)) oit =

2r
r=1
est lu projection paturelle de J% (X, Y} sur JU(X, Y) et d, Ja distunce dans JX, Y)

3.3. Définition dela topologic C™. & IHom™ (X, Y) désigne ensemble des applications
de elasse C7 de X dans Y, nous appelons fopologic @7 la lopologic induite par Uinjection
u de Hom™ (X, Y) dans Hom® (X, J~ (X, Y)} muni de la topologic C°.

4. Propriétés de la topologie Cf (1.<r <[+ =0). 8i V7 cst complet, la strueture uni-
forme &7 rend Hom*(X, Y} complet ct de Baire. Ceci est une conséquence de 1.3,

4.1. Théoréme. Soicnt X of Y dewr varictés hanachigues de classs Ci(s 2 1} ntodeldes
respectivement sur I et F. On suppuse que F oest lisselle de classe O et séparable. -llors, pour
tout dlément [ ode Tlom" (X, Y) ponur 0 €1 < s < -F o0, il exisic un {Crenisinage de [ oqui se
rélracte sur f par wne déformution de classe Cr,

Prenve, Démontrons d’abord les lemmes suivanls @

Lemme 1. Seit Y wune varicté modelée sur un cspace de Benock 10 séparable ¢ fissable
de classe €5 et j la projeclion de le diagonale Ayode Y)Y sur X oqui d (¥, y) nssocie y. XI

existe alors une applications G de classe 5 définie sur un voisinage U de Ay dans Y XY

g
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el a valeurs denz I fibrd tangent TY, telle que: i) G prolonge j (on identifie Y d la section
ntdle gle TY), , ) ,
i) & respeele la premiére projection en ee sens qicelle envoie wun point {u, v) dang I es-

pace tangent T, Y, . . .
iti) 'application lindaire tangenle de G est un isomorphisme cn foul point de la diago-

nale n_ .

(’]"est le théoréme d'existence des voisinages tubulaives (voir [3]). L'hypothése sur
F pous permet d'assurer Pexistence de partitions de I'unité de classe C° (veir [3]).

Lemme 2. X eviste une application A s.c. . de Y dans R_ et un voisinage 117, de la
diagonale /. de Y2 Y tels que: i) G est un isomorphisme de W, sur son image H'i = G(I,)
voisinage oe It section nulle dens T'Y, 1i) Wi It TyY est une boule de rayon My) centrée & I'orie
gine, pour fout point y de Y.

Nous donnons done une structure de fibré en boules a H"l.

Démonstration du théeréme. Soit f une application de classe €r de X dans Y. Construi-
sons le diagramme suivant:

3 -

X 4 R JPE— W,c¥x Y

! i s

==\ ’A) =g:_*-—-—>nl/

(=)

Py
.
[
=
{
g
he

B o= G

Pour toute section s du fibré¢ F au-dessus de X, on pose : H(s) = pyo Fofe)s. On dé-
finit ainsi unc application If qui va de l'cnscmb!c. T(F) des sclctlons de classe 7 de F dans
Homf (X, Y). Celte application osl injective ear, si H{s) = H(.s-_), on a par‘dcfn:lt:on :* .
1f, patfof*as) = (f, peiofos’) done Fof*os = Fof*os” ct I¥ bijeetive entraine fYos = Sros'd o
L S“" . -
Dautre part, on voit que Lin I/ = {g = Hom"(X, Y); Im fxg c T} Par conscquent
IT est une bijection de I{(F) sur son image. Comme I = (pgollof*),, I est conlinuc pour la
topologic (7 d'aprés e lemme suivant

: gLemme 3.I.S‘mmf X, Y, 2 trois varidlés banackiques de classe C(0 € 1 € + oo) et’f
wne application de elasse CF de 7 dnms ¥. L'application f, de Hom"(X, Z) dans Hom"(X, Y),
qui & g assocte fog, st (r-continue, . -~

Pour une uf)})licntion g dans Im I, on a: IFYg) = (f. F fxg). Le lemme 3 nous

sy i1 “1 vst continue.
periet aussi de conclure que H7!oest ( , . L .
Nous construisons ainsi un homéomorphisine d'un veoisinuge de f sur Uenscinble I'(F)

: . p
des scctions de F au-dessus de X qui envoic [ sur Ia section nulle. Comme W, est un
fibré ¢n boules, ¥ est aussi un fibr¢ cn houles ouvertes et T(F) se rélracte par unc déforma-

tion différentiable sur It section nulle, d'odr le résultat attendu. e )
Tour lu démonstration du lemune 3, on runéne a la topologic G* graee a Iapplica-

tion jrf de JHX, Z) dans JUX, Y)quia un jet j7 g ussocie le jet j7 (fog). Comme [+ est con-
timie localement uniformément. on mantre facilement qu'elle est CP-continue. .
4.2 Théoréme. Soient X, Y, Z des varictés banachiques de classe C*(r =0). On nofe Hom

(X, Z) Ucnvemble «es applications propres de X dans 7. L'epplication composition 1 de I[om;
(X, Z)yxHom?(Z, V) duns Hom?(X, Y) qui & (f, g) wssocie gof est Cr-continuc.

Prevve 1 Notons A= J(X, Z)pv, JU, YY) -« {(u, v) 7:(u)=7:’§il)}, = et _.—.’ étant ]e:s pro-
‘ections respectives de JU(X, Z) sur Z el de JHZ, Y) sur Z. Soit ¢ Vapplication  suivante
e A= J(X, Y)

o g Is grire
UL 5oy f) =iz (o f)
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Llle est continue et la démonstration du théoréme se raméne i trouver, pour tout voisinage
ouvert U de j7(f'of), des voisinages ouverts Vode jrof ot W de grf” tels que ¢f Ve ,W)c U.
En remarquant que w7 f est propre ct que =77 = Idy Pest aussi, le [emme suivant
nous denne la réponse voulue :

Lemme. Soient A, B ef I irois espuces mélriques complels, = ol 7' dewe applicafions
condintes vespectivement de 1 dans P et de I3 dans P. Soient K wne partie de A et L une
partie de I} telles que =K ol 7' |L soient propres ef donnons-nous un voisinage U de Koep L dans
Do AxpB, Alors 1l cxiste un owvert V, voisinage de K dans A, of un ouvert W, voisinage
de L dans I3, fels que: Vap W c U

4.3 Théoréme. Soient Y of Z deax varidics banachigues de classe 7 et X une sous-
variété (fermée) de classe Cr de Z. Hors Uapplication resiriction 3 de Homt(Z, Y) dans Homr
(X, Y) qui & g associe g/X est continue si on munit les denx  espaces o' applications de la
fopologic Cr.

Il suffit de voir que y se décompose de la maniére suivanie:

.

7 v = S | s
Hom"(Z, Y) —» Hmn;(d\, ZyxHom"(£, ¥) = Hom" (X, Y)
g — (i, 8 — goi
ot i est l'injection dv X dams ¢t on applique Ie théoréme précédent.
, 5. Conclusion. Nous avons ainsi construit une topologie qui nous permet d'ignorer
1 hypot'hi:se de locale compacité et d'avoir néanmoins des théorémes d’approximation trés utiles
dans I'¢tude de certains systémes hydrodymuniques,
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ON S50MFE NONLINEAR VOLTERRA INTEGRODIFFERENTIAL EQUATIONS
BY

B. . PACHPATTE

1. Introduction. In reeent years much attention has been given to the study of non.
lincar Volterra integral and integrodifferential cquations. Ixcellent accounts on this subject
may be found in two reeent monographs by R, I, Miller [6] and C. Corduncanu
[1]. The first one is a pure mathematies product while the second cinphasizes the significance
of these equations in the theory of feedback systems. The purpose of this paper is to study
the behavior of selutions of a Volterra integrodifferential aystem of the form

¢
(1) a’(l) = Aelt) + SB(! — s)a(shds + () I, 2(t), a(t)), 2(0)= a2y,
with ’
[
(2} a{l) = f({i} + S'W’ 8, p{shids,
0

where 0 < £ < o0, o and B(t) are nxn matrices. The system will be studied as a pertur-

bation of the lincar system
!

@ YO~y + § B 9y, o)~
[1]

Here w, », H, o, f, k are vector functions with n components. The allowable perturbations
zH(l, x, ¢} are to be thought of as being small and motivated by recent studies of Cor-
duneanu [1], [2], Grossman and Miller [3), [4], Keller [5], Miller [6],
[7], Nohel [8], and Pachpatte [9]-—[12]

The mathematical literaturce provides a good deal of information concerning the exis-
tence, uniqueness and continuous Aependenee of solutions of various classes of Velterra in-
tegral and integrodifferential cquations, see, [1], [3]—[6], [8]. We therefore turn our atten-
tion to other problems. One of the problems of interest that arise in this connection is coneer-
ned with the question of whether the stability, boundedness and other problems of the svstem
(1) are shared with the system (3). The present paper tukes up this question when the per-
turbation satisfv certain conditions. Although such problems have been considered by va-
rious investigators (see, [1]—[8]), the results in the present paper are of interest beeause
of the weak assumiptions on the functions involved and the approach to the problem is dif-
ferent from those of the cited results,

2. Preliminaries. Let RB™ denote real n-dilensional Euelidean space of column vectors
with Euclidean norm . " denotes the set of all £ such that 0 = { < @0, For p in the

interval 1 = p < o0, L¥ is the usual Lebesgue space of measurable functions £ such that

= 1
Nghp= ( S ig(l')lprﬂ)p< o,
0



