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Definition 2.3. A function f: Dx 1) - 8§ will be sald to have property () if it satisfies
AL Global condilions :

a.1) w,v> 0, flu,vy = P=>u < v,

2.2) w > 0= flw, w) = SN\

B. Lucal conditions: ¥r > 0, Ja(r) = 10, r [such that

b.1) w,v e [rr+alr)f, 1 <= lu,v)e SN\ P,

b.2) te |r—alr), r-+al@)[, welrnr+ary[=fil,u) € S\ P,
b.3} te r—alr), r+ar), v l0, ar) [ = f{1, u) € SNP,

Definition 2.4. Let f: DxD > 8 be a given function. .| mapping T : X - X will be
called un 1. c. m, with respect fo [ if

(2.6) fd(Te, Ty, da, ) < P, Vo, y = X, T # Ty.
Theorem 2.2. Suppose that T: X — X satisfies

{2.7) T is an i.c.om. with vespeel o f

(2.8) f has the property (P).

Then the following conclusions hold :

{2.9) T has «a unigue fired point = = X,

(2.10) Ty -z, a5 it — o, Yoo X,
Proof. Sce the preceding result. Q. 15 D.

Remark:. 'The main result is & partinl extension of a result due to Ilardy and Ro-
gers [1]. The theorem 2.1 extends some results ol Reich |3, 4], Rus [3, 6] ‘un(l of the
author f7, 8], and the theorem 2.2 represents an oxtension of @ result due to Boyd and
Wong [2]
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STRUCTURES ET CONNEXIONS CLASSIQUES SUR UNE VARIETE
DIFFERENTIABLL

PAR

V. CRUCEANU

L'étude de la structure ct des connexions projectives sur unc variété différentiabie,
commeneée par . Weyl [I5] et . Cartan [8] a prioceupé ot préoceupe encore un
grand nombre de géomictres, Iin poursuivant les travaux, consacrés a ce sujet, on peut croire
fue la simplicite et la dualité des notions et des résulats, qui ont fait de Ia géomdtric
projective I'une des disciplings géométriques les plus Delles, ont disparn dans lo gdométrie
projeetive des variétds,

Le but de ce travail est de donner une définition simple pour la structurc et les con-
nexions projectives et de mettre en évidenee un principe de dualité dans Ia goometric pro-
jeetive diffiérenticile  des varietés. A cette oceasion nous alllons considérer aussi d’autres
structures ct connexions elassiques sur une variété différentiable, qui peuvent étre reguarddes
comme subordonnées respeetivement 4 la structure et aux conpexions projectives,

Les résultats principaux de ce fravail ont ¢le comniuniqué au 1V-eme Congrés des
mathématicicns d’expression latine, DBucarest, 17 —24 sept. 1969,

1. Structures classiques associées 4 un espace vectoriel. Soit V7 un espace veeloriel
i m-dimensions sur le corp f# des réels.

Définition 1.1. On appcile espace projectif canoniquement associé ¢ U'espace vecloricl V,
Uespace projectif engendré [1] par Pespace vectoriel Rx V.,

N sera noté par 2 = PR V). Si m: RxV =3 est la projection canonique, alors
on peut distinguer sur 2 : le point z, = =(1, 0) nommé l¢ centre, I’ hvperplan @ = = ({0} x I)
nomme & hyperplan & Uinfini ¢t la famille des repéres projectifs,

(1) =1, 0), 2o w0, Zg), (G, 4, k=1,2,..,m),

ot {Zy, Zy..., Z,} ost unce base sur V, nommée fa famille des reptres projectifs preférentiels

Par des considérations duales on peut associer i 'espace  veetoricel V=, dual de
Uespace projectit % = P(Rx F*) nonund Pespace projectif dual ¢ P(Rx V). Le repere pro-
Jectil de 44, défini par les relations

2) = =¥(1, 0), ¢t = =*0, C'),

ol {CLC*,..., C"} est Ia base sur F*, duaje a In buse {2 Zg ey 2y ) sur V, Sappelle le
ecorepére  prajectif préférentiel dunl aw repére (1), On peut constater que P* peub étre iden-
tific avee U'ensemble des hyperplans de 9. Dans celle idendification, que nous allons faire
dorénavant, Je centre de 2% coineide avee hivperplan a Uinfini de 2 ct I"hyperplan i I'in-
fint de 22* coincide avee le centre de 2. D une manicre plus géndrale. dans cette identification,

Ie point ¢ de corépere { ¢}, dugl au repere |z}, coincide avee !'Lyperplan {20+ 5 00n,

Zg_yr Igpqees Bt de a0}

Définition 1.2. On appelle espace affine, centro-projective (coaffine) ol cenlro-affine, cano-
niquement associc & Uespace vectoriel V', Pespace qui § obtiend de 2 = P NY en fivant res-
pectivement "hyperplan & Uinfind & Ic centre 2y v fe couple (% z4) el en considérent le sous-
groupe du groupe projectif qui conserve lu figure correspondunte.

Au licu de dire que nous avons associc 4 17 un espaee projectil, afline, ele. nous di-
rons que nous avons défind sur Boume struchure, projective, affine ete. On oblient des struc-
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tures affines, centro-projectives et centro-affines générales en prenant comme hyperplan &
Uinfini un hyperplan A= =* (1, Jf) avee JI queleonque de I'# ¢t comme cenlre un point
p o= (1, P}y avee P queleonque de P el an considérant les transformations du groupe pro-
jeetil qui conservent respectivement Phvperplan B, le centre poou le couple (h, p). En par-
ticulier, on obtient une structure cenfro-affine semi-canonique pour I # 0, I = 0 ct une
structure cocenire-gffine semi-canoniypne pour P=0, IH#D

On peut considérer aussi d'antres structures suhordonndes 1l strucnre projective en
fixant d’autres figures géomdiriques de 7 et en considérant les transfornemtions du groupe
projectif qui conservent la figure réspective. De cette manitre on obtient les structures
projective-mdétrique, projective-symplectique, axiale, biaxinle cle.

2. Structures classiques sur une variéié différentiable. Soit M une variété différen-
tiable réelle de dimension n et classe C”, v un point de M et Vy. l"; les espaces  vee-
toricls tangent ct cotangent & A en u.

Définition 2.1. Nous appelfons espace projectif langent en i M Uespace projectif Py-

PIRXVy) et espace projectif colangent en u & M Pespuee projectif Py = PRX I";). On
anpelle structure projective canonique sur Al fonction qui associc @ chague point u de M
Uespace projeetif langent Py, On considdre en méme temps la structure projective canonique duale,
définie par la fonction qui fuit correspondre & chaque v < A I espace prejectif colangend P

Parmi les reperes projectifs préférenticls, dans les espuces projectifs tangents, nous
pouvons distinguer les repéres projectifs nedurels qui sont définis par les cartes loenles (U, uf),
c'est 4 dire les repéres

(3) =11, 0), zi== (0, F—d—{] (i=1, 2,..,n).
Fatls

Les corepéres projectifs naturcls correspondants seront donndés par
4 ¢ = 21,0}, fe 20, duf), (== 12,1}

On constate aisément que le caractére priférentiel des repéres et corepires naturels
est conservé par le changement des coordonnées, ¢ fqui est essentiel pour nos considérations.
Rémarquons aussi que les origines des repéres préférentiels sur M sont définies par le champ
de veecteurs nuls et les hyperplans & Uinfini par Ie champ de covecleurs nuis.

Définition 2.2, Nous appellons structure affine, cenlro-projective {coaffine), centro-affine
canonigue sur M, la fonction qui fuil correspondre a chague de M, respectivement [ espace
affine, centro-projective on centro-affine associc canoniquenient  a Uespace veeloriel tangent en
w a M, .

On obtient sur A unc structurc affine, centro-projective ou eccniro-affine générale
de elasse €%, en considérant respectivement un champ de covecteurs I, un champ de
vecteurs P ou un couple de champs (7, ) de elasse C®sur M, qui ne sont pas identi-
quement nuls, Une structure centro-affine semi-canonique s’ obtient pour M= 0, P # 0 ct
une structure cocentro-affine scmi-canonique pour IF # @, P=1q0

3. Connexions classigues sur une variété différentiable. Pour arriver & une maniére
naturelle & la définition globale de la connexion projective et des aulres connexions classi-
ques nous partons de certaines considérations géomdétriques loeales, analogues i cclles que
nous avons [ait dans [6G].

. Définition 3.1. Jdant donnde une courbe y: (a, b) = M différentiable, nous appellons
transporl projectif le long de v, wne famille i d'upplications projectives bijectives entre les espaces
projectifs tangents @ M awx points de y qui salisfuit aue conditions :

V. Pour chaque couple ordonné de points ug, u €Y il existe une application unique

sl ., € &l telle que

1y
Ayt Py, = Pus
T, Quel que soit vy =7y, Uimage d'un champ différentiable quelcongue de points dans les

espaces projectifs tangents le long de vy, par gl el un champ différentiable.
Py Pour fous g, uy, 4 < v on doil avoir

'ciu,ul O glu,u = My
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Pa. Quels que sofen! ug. n €y on a

Al o

‘.'Irfalt_ ey *
De ces conditions il résulte In propricté :

V.5, Pour chaque « = vy applicalion ofy, cst Pidentité de P, .

~ En suppesant y contenue dans le domaine d'une carte loeale (U, ') ¢t donnée par
les équations

() ul! = ul{l), t = {a, b)

ulovs, duns les repéres projectifs naturels assoctes 4 cette euarte, les transformations projee-
tives el de la famille «f sonl donndes par les équations

(6} 2% (1) = A3 (1 to) e (1),

nomées les dqnations finies locales du transport projectif of, donné le long de y.
Les fonctions Ag (4, 1) doivent Ctre différentialiles dans les deux arguments ct satis-
faire, pour tous f, ¢ de {w, b}, aux conditions suivanies, résultant de P;—P5:

det [ (0, 1)) # 0, AL (1 1) AZ (o) = AZ L 1),
!_l;(!: l'0) .I; (’m t)v "lg (t9 t) = 82‘

_ _En supposant en (5) f fix¢, on obtient, par dérivation ct élimination de a2 (1,) les
¢cauations

dp% a.1*
(4) : T, b)) AL (g, 1Y 2B (1
s fgf g \lgs f7 0 ().
it df N
En mettant
{9) off = — dAS (1, 1) AL Ly, 1),

on constate que ces 1-formes ne dépendent. pas de 4y, Par suite, compte tenu du fait que les

(*f)ordonnc_t'q projectives sont  détérutinées & un lacleur prés, on en obtient que ies fone-
tions 4 x{t) satisfont aux dquations

7%

(10} far

dt elt

xz
[O] - o
B.u- hut, % g=01...n.

olt 2 est une fon:*iion. de £ Les cquations (10} sont appelites les dquations différentielles lo-
eales du transport projectif of . donné le long de +y.

Reciproyuement, ¢tunt donndss los équations (10) oo @f sont des 1-formes différen.
tiakles sur v ¢b en unolant pur Jﬁ {f 1) pour 2.8 =0,1 ..., les ni-1 solutions de (10} qui
Satisfonl anx conditians 15 (f,. f,) = 85 on obtient ppur la solution giénérale de (10) I'ex-
pression S”)- On constate ui:st'-m_-.'nt gue s fonetions différentiables .-IE (f. 1o} sutisfont aux con-
(.hl:(_ms Py Ps. Par \‘ult'c,.lclw cqtm’l‘ions (6) aver les conditions (7) et les équations (10} sont
Cquivalentes pour Ja définition d'un transport projeetii Jocal e long de vy.

Un champ de points a{n) sur v sera appellé invarian! par le transport projectif o |
_ e g G era g ¢
long de v s'il satisleit & Ia econdition r port preeetd

(1)

v{u}, Vg, u = y.

Localemient, un tel champ est earactérisé par le fait que les coordenndes locales 22(f) sa-
tisfont a4 (6) ou (10).
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En passant aux coordonnées non-homogénes X! = 2%/ 2% (z° # 0) et en posant

(12} ;)E wp — 83 wy, (2 P=0,1,.,m),
les équations (10) deviennent
- — —0

dXt | @6, @F v 0F vs vi

1AT @0 4 W x5 _ 9 x) X1 . 0,
(13) dt dt dl i
nommeées les dquations différenticlles locales non-homogénes, du transport projeetif ¢ le long
de v. 3

Par les considérations duales on peut définir un transport coprojectif le long de v,
comme une famille #* d’applications projcctives bijectives, entre les espaces projectifs cotan-
gents aux points de y, qui satisfont aux conditions eorrespondantes & P, —FP,. Mais, en iden-
tifiant Ics espaces projectifs cotangents & M avee les cspaces ;3ro‘|cct1fs ,formés par les hy-
perplans des espaces projectifs tangents a Af, on constate aisément quun transport pro-
jectif of, le long de y, détermine un transport coprojectif si* avee les équations finies locales

(14 aolt) = A& (to, ) ag (to)
et les équations différenticlles locales
c
da, g
—_ — p = LUy -
(15) g e Ha

Il sers, appellé je transport coprojectif dual au transport projectif s{.
B'l.;es équations différenticlles locales non-homogénes de cc transport seront
dd; ) o o)
(16) dl —E—-E.’!j-{-ﬁz!jzi,:n
ot A; = aifa,, (a, # 0)- . .
iUn '({h.?ampo de hyperplans a(u} sur y sera appellé invariant par le transport copro-

jectif of* Ie long de y si
(17) Anu (alitg)) = alw), Yug, u € y.

Localement un tel champ est caracterisé par le fait que scs coo_rdonnée:r. hom‘ogénes
satisfont aux équations (14) ou {15) ou que les coordonne’c‘zs- non-homogénes satlsl:ont' a (16).

Des équations (13) et (16) il résulte quon peut définir un transport projectif et un
transport coprojeetif le long de chaque courbe différentiable v, contcnge'dans: le domaine
d'une carte loeale (U, uf) si nous donnons sur U, n(n + 2) l-formes différenticlles

(18) of = Dho dut | of = U} duk, o = TY; dub,
oit Tlg, Ti; et T, sont des fonctions différentiables sur U. ) .
En considérant alors une courbe v © U, donnée par (5), les systémes !
dXxi i duF . dur o du¥ |
- Ty — X =Ty — X Xt= 0,
- a TR g T !t
dAy o duk ; duk g duk
— =Ty — — — A Tho— A; di = 0,
(20) 7l Thy b Tk et + Tho o As i

donnent respectivement un transport projectif le long de y ct le transport coprojectif qui
lui est dual. . . .

Nous remarquons que par dualité les objets Iy(T'ko), T(Tk;), I'%Cy) s transforment
par la loi

(21) I'y=»=T% Toa-1, "> —T,
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On constate qu'au changement des coordonnées locales, les objets 1%, T', TV se transforment
respectivement eomme un tenscur de type (1.1), un objet de connexion linéaire et un ten-
seur de type (0, 2).

Les considérations précidentes nous suggérent FPidée d’adopter la définition globale
suivante pour une connexion projective.

Définition 3.2. Nous appellons connerion projective de classe C7 sur la variélé diffé-
rentiable D, un oljet géométrique (g, I', 1) donné dans les repéres projeetifs naturels assocics
@ un allas sur M par un champ de tenseurs Iy de type (1.1), une conncxion lindaire T° of un
champ de tenseurs I'° de type (0, 2), tous de classe C7-

Pour T == I, le tenscur de Kronecker, on cn obtient la connexion projective classi-
que introduite par H. Weyl [15] ¢¢ E. Cartan [3].

En adoptant une définition analogue pour une connexion coprojective, on peut constas
ter qu'unc connexion projective (Ig, T, T9) sur 3, détermine une connexion coprojective,
donnée par (— I'% = T, — I} et nomée lu conncpion coprojective duale & (I, I', I'°).

Des équations (19) il résulte que le trunsport projectif le long ¢ une courbe v : (a, ) —
— M, dans la connexion projeetive (I'y. 17, I') est donné globalement par les équations

(22) 1"""}'" FT7) — Ty, X)X =0, =(0,X)< 'J'Tm N

olt ¥ est Ie ehamp de veeteurs tangents & v et ¥ 'opérateur de la dérivation covariante défini
par la conncxion lindaire I'. Par suite, un champ de points @ = #(}, X) sera invariant au
transport projectif le long de v si le champ de vecteurs X satisfait a (22).

Le transport ecoprojectif dual, le long de y scrait donné alors par les équations

(23) Vid —TO(§) + Ty, A) A = 0, =%(1, 4) € Py,

¢’est-a-dire, un champ &’ hyperplans a = (1, A) scra invariant par le transport coprojectif
le long de vy, ddfini par (I',. ", I'% si le champ de covecteurs .1 satisfait a (23).

Définition 3, Nowus appellons conncprion affine, centro-projective (coaffine), cenfro-affine
ele. sur la varicté différentiablc M, une connevion projective (Ty, I, T sur M, qui laisse in-
variante respectivement la structure affine, cenfro-projective, cenfro-affine, cic. considérées sur M.

Des équations (22) ot {23) il résulte que ces conncxions sont caractérisées respective.
ment par les conditions.

Connexion aflfine ecanonique I''= 0,
- Connexion eentro-projective canonique I'y = 0,
— Connexion affine généraje I'NX) = Vy I + I'y(X, I,

— Connexion centro-projective générale Ty(X) = — Vx P + I (X, P)P,
— Connexion centro-affine eancnique {lindaire) 1'% = I'y = 0,
— Connexion centro-affine semicanonique I'' = 0, I'y(X)= —Vy P,

— Connexion cocentro-affine semicanonique I'y = 0, FYX) = Vy I,
oil X est un champ de vecteurs arbitraire sur M, [ cst le champ de covecteurs qui déter-
mine le champ des hyperplans 4 Uinfini & = =*(1, H) et P est le champ de¢ vecteurs qui
détérmine le champ dec centres p = (1, P).

Une eonnexion projective, affine ou eentro-affine dont I'y = I sera appellée respeeti-
vement connexion projective, affine ou centre-affine nermale. Nous remarquons que les con-
nexions projectives normales dans ce sens ne coincident pas avee les connnexions projee-
tives normales de Cartan qui en sont un cas particulier.

4. L’objet de courbure et de iorsion pour une connexion classique. Nous comunencgons
par la définition suivante :

Définition 4.1, Une connexion projective (I, 1, I'Y) sur M sera appelide plate si pour
chaque point wu de M il existe un voisinage U fel que le transport projectif de Py en P,
pour towt v © U, ne dépend pas de la courbe ¢ fe long de laquelle on fail ce transport.

Cette condition est ¢équivalente au fait que sur le domain de toute carte locale le
systéme

et i U oad 70y
(24) St — g — Ty X7 - T XX

doit étre complétement intégrable. C'est & dire

g2 Xt 62Xx‘
- = — Ry — RiuX + XXt =0

(25) - = =y
culink  Juk pad
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ct par suite
(26) Rio=0, Rig=0, Ry=o0,
on ) ) _ . .
Rivo= &lfo — &l + Tl Tho — Tiall = il — Val'lo + 7Tk,
{27) h';;-; 1 If:j.j 4- 11:01‘2—] — r;'_‘-gl‘?j — (]‘?DT‘E-}, ]‘;:gl‘{[)h) 8;,
X - I ,, e ok
Ry = alhy — &y — THUG + P = vl — 7008 + ThD3,
et K, T sont les tenseurs de courbure et de torsion de la connexion lindaire 17
Les objets R(,(Rf;,-@). R( H}“) et R"(I.’?H) sont des champs de Lenscurs respectivement
de type (1, 2), {1, 3) et (0, 3) sur M. Ils ont les expressions globales suivantes :
By(X, Y} = TVx(ly(Y)) ~ 7y (Io( X)) — Ty, YD = (Vxl)V — (VylpX + TfT{XY)),
R(X, V) o K(X, V) -k (X} @ 1Y) — P(Y) @ LX)
[<PX) (V) > - < T¥Y)H1IYX)> 1@ 17,
RUX, ¥} = TV — To(TX) — TY[X, Y]) = (7x)Y -
= {VyI")X 4 IYT(X, V).

(28)

Nous sommes conduits a In définition suivante

Définition 4.2, Nowus appellons oljet de couwrbure et de lorsion pour une connevion pro-
jective (g, T', T®) sur M, ['objet géomdtrique défini dans les vepéres projectifs naturels par
les tensewrs Iy, It et R°, donnds par (28).

Ity sera appell¢ le tenseur de torsion, R lc fenseur de courbure ct RO le fcnseur de co-
torsion.

On peut énoncer maintenant

Théoréme 4.1. Une connexion projective est plale si el seulement si son objel e cour-
bure et de forsion est nul.

Iin considérant Ia connexion coprojective duale a (T, 1%, 1" on déduit gu'ells est
plate en méme temps que (I, I, 1) et que par dualité Iobjet de courbure ct de torsion
se transforme selon la loi

(29) ny—»— R R -~ R, R'—> —R,.

Pour une connexion afiine (Fy, I, 0) on a R° = 0 ct B = K. Pour unc connexion cen-
tro-projective (0, I°, T nous avons R = K, By~ 0. Dans le cus d'une connexion centro-
affine (linénire} (0, I', 0) nous avons %= R, 0 ct B = K. Your unc connexion centro-
alfine semicanonique {(— 70, 1, 0) on a RyX, V)~ KX, V)P, R - K, R~ 0 ct pour
une connexion cocentro-alfine semicanonique (0, I, WH)on a By~ 0, B« K et KX, Y)=
= HK(X, YMI. Knfin, pour unc connexion projective, uffine ou centro-affine normale on a
Ry= T.

5. La carte dans une connexion projective, le long d’une courbe. Soil y: (a.b) — M
unc courbe différentiable par morceaux sur A

Définition 5.1. Onr appelle la carle des espaces projeelifs tangents le tong de In courbe
v sur Uespace projectif tangemt en un peint v(1)) = v, duns la connerion projeciive (I, 1%, 1'0)
la famille des applications projectives oot Pen ™ .'P"'”ol’ tal {a, b), difinies par le trans-
port projectif le long de vy dans la connepion donnde. ;

Si y apartient 4 un voisinage de coordonnces U et it donnée par les ¢quations
(3), alors & un point de coordonnées () dans le repére naturel en .j'-'_m., correspond par le
transport projeetif ={,,.. . le point de coordonnées Fe () par rapport au repére naturel
gt
cn P-rlfu)’ données par les équations

(30) TN = Al 2Pt
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qui sent appellees les equations locales Sfindes de la carle Te Tong de v, A la famille des repeéres
naturels {z,(f)} aux points de v il correspond, par suite, 1a familie des repéres {T,06) | si-
tues dans 2, donnés par ot

(31) Zalt) = A1y, Dza(ty),

. A T N . . .
Par dérivation ct dlimination de =a{fy) on en obticnt les Crquations

rlz‘; Wy ~
(32) S Gag
ot di

nommdees  les ("r;.m,rm‘nus différentielles locales de mouvement du repére mobil,

: I’;n" dualit¢ on obtient, pour la carte des espaces projectifs cotangents le long de v
les ¢quations locales finies N v
(33) ax(t) = A5, t,) ap(r)

et les cquations de mouvement dy corepére mobile

ic® g ~
(34) =2z
ot it

LEnfin, par des particularisations convenables, on obtient les équations de la carte dans
une connexion affine, eentro-projective ou centro-affine, le long d'une courbe v. , -
) 6. Equations de structure et identités de Bianchi, our donner une autre fnterpréta-
tion gcpmc’triquc de I'chjet de courbure ¢t de torsion nous considérons une variété a deux
dimensions 3, sur M, contenue duns un voisinage de coordonnées U ct donnce par les
¢quations

{35) = ul(t, ), 1, =< (a, b).
Considérons le point o = M., correspondant 4 t= = - O ot les champs de vecteurs
@ g
(36} d= —di, §= —d=,
174 &%

ol dt et dt sont des constantes dont les puissances 2 3 sont negligeables, Soit wn’ v’ w' le
-parallélogramme infinitésimal* sur 3, déterminé par les courbes =0, T= 0, = df ot

T dt. Dans Ia carte le long de une’ w0 on obtient pour image du repere naturel {z,} associé
a o' le repére {24} donné par
~u
Tg = g - dzy 4 824 -} Bdz,.
. - ¥, N i . 5
Dans Ta hc.}rtc lc long de # w'" w4 on oblicnt pour l'image du repére {2} associé a4 uw”, e
repére {21} donné par
~
Tl = Ty oF 81y o+ dig - dbzg.
(,gmpte tenu des équations (31), on obtient pour la variastion Az, des images du re-
pere {24} en u”, dans les cartes le long de w ™ ' ot u u u”, I'expression

{37) Atg =1y~ 2g= — Q3d, 8) 25,
ol
(38) 0f = dof + W Aol
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Les 2-formes

s'expriment sculement avec fes 1-formes GE et leurs différenticlles extéricures. Ces 2-formes
s’ appellent les 2-formes de courbure el de torsion et satisfont aux conditions

1
- - - —h € k
Q{‘; = dw(-i, -+ m; Awp = -2' Ii’,mdu! Adu’,

1
. -y , N —h i 1 k
(10} Q; L= rim§ - m; /\o)? S m? /\w; - S;wg Awg = E Rpepdie A du”s

1 .
& " -t = H &
Q;D — rlm? + w,’. /\m? = E R?Hdu Adu”,

¢

. ] . S 5
nommes les dquations de structure de la connexion projective gI‘u,I,l ). .

Par des considérations duales, on obtient pour la variation des images du corepére
naturel en u”, le long de ww’” W'’ et wu' uw”

a0
(:41) AR = —Qf ",
Par suite, les images du repére (corcpere} naturel au point 4", dans la carte {e _Iopg de
we'w’ et uwu w”, coincident pour tout wx € M et tout parallélogramme infinitcsimal
.= 8 o . . . 0 .
uwn’ u’ w si et seulement si QE = 0, c’est & dirc la connexion projective (T, I‘,_I_‘ ) est plate.
Les points origines des images du repére en u” coineident si ef scul::m,e.nt' si Qg == 0ct pmf
suite la connexion projective est sans torsion. Linfin, les hyperplans a Uinfini de ces images
coincident si ct seulement si Qg 0, ¢'est & dire la connexion (I%, T, ') est sans cotorsion.
Sans nous arréter aux é¢quations de structure pour les eonncxions affines, centro-pro-
jectives ou centro-affines nous allons établir les identités de Biunchi pour une conncxion
projective. Des équations (40) il résulte par différentiation cxtérjeure les identités

-
E (Vi Rimo + Thi Rhmo — Rhin I'mo) = 0,
ciclikf,m)

1 B0 0 Tk oofp
(12) B (Ve Rimj + Tht Bimy — (Bhio Ty — By Tho) — (Riito Ton — Riia Tmo)3i] = 0,
giclikt.m)

3 B0
L (Ve By + Tt Bymi— Riry Tonn) = 0.
ciolik.lm)

Globalement, les identités de Bianchi peuvent s'écrire sous la forme

I {Tx R)(Y,Z) + R(T(X,Y),2Z) — R(X, Y)T'(Z)] = 0,

cioll X, Y. Z}
3 [(Vx R)(Y,Z) + RIT(X, Y)Z) — (R(X, Y) @ IZ) - RYX,Y) @T%Z)) —
cicl(X,Y,Z)
(43) — (< RUX,Y), TNZ)> — < RYX,Y), To2)>)®1I]1=0,
T {VxRYY,Z) + R(T(X, Y} Z) — R(X,Y}T(Z)]= 0.
oicli X, ¥, 7

Les identités de Bianchi se réduisent pour une connexion affine (T, I, 0) & (43)) et

(44) T UvxB(Y,Z)+ R(T(X,Y),Z)]=0
cich X Y.,Z)

et pour unc connexion centro-projective {0, I', T'%) a (453;,) et (44). ) » ) )

b Dans le eas d'une connexion ccntro’-a[ﬁnc (tincaire) (0, T, 0) les ](]Cnf'.ltL‘S de Bl:tnc]u
se réduisent A& (44). Enfin, pour une connexion affine normale (I, T, 0) les idenlités (438) se
réduisent & (44} et
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(43) E [(Vx TV, Z2) + T(T(X,Y),Z) - RIX,Y)Z] =0,
¢cle)(X, Y. 2)

qui d’habitude sont considérées les identités de Bianchi pour la connexion lineaire T

7. Géodésiques d’une connexion classique, A une connexion projective on peut atts-
cher deux familles de courbes qui seront appellées géodésiques et cogéodésiques et qui sont
duales entre clles,

Définition 7.1. Nous disons qu’une courbe vi{u, b)— M est une geodévique pour la
crmv.w.rion projective ([, [, I'°}, si les images dans la carie des centres (!} des espaces pro-
Jectifs tangents ?Ym auy points de y, sont situés sur la méme droite,

C'est a dire, il existe les fonctions récls a et B telles que

B2, dzg |, -
16 4% _ 0 s
- dt: * df A%

Compte tenu de (31} cette condition se réduit loealement 4

i 65 5}.53 65
A7 B = i Aracs
il ot (d!) * dl dt ar’

qui globalernent peut s’eerire sous la forme

(48) V., (Toly)) = 2Tfy).
Par suite, on a

Théoréme 7.1. Une condition ndcessaire el suffisante pour que la courbe yi{a, By M
soit géoddsique pour la connerion projective (U, T', I') est quil eviste une fonction » tel que
te champ de vecleurs i tangents @ vy, satisfait a U'équation (48).

Par des considérations duales nous arrivons a la

Définition 7.2. Nous disons que la courbe v : {a, b) = M est une cogéodésique pour la
connerion projective (I, I', T°) si les images dans la carte, des hyperplans a infini o) des
espaces projeclifs langents ?Y(f) aur peints de v, passent par la méme hyperdroite (sous-espuce
de codimension 2).

Par suite, il existe les fonctions réelies o’ et B telles que

i dd >
+9 — = a0 e
(49 di® di TP
Daprés (34) cette condition se réduit localement a
m —h =0 —0
(50 : (?i N
db \dt dt dl dt
qui globalement prend la forme
(51) Vi (T°()) = ul®y).

Nous avons, par suite

Théoréme 7.2. Une condition nécessaire el suffisante pour que la courbe v (a,b) =M
s0il_eogéodésique pour la connexion projective (T'y, ', I'%) est qu'it existe la fonction w telle que
le champ de vecleurs ¥ langents @ v salisfait & I équation (51).

Pour une connexion affine (1, 1%, 0} les géodésiques coincident avee les géodésiques
de toute connexion projective (I'y, I', I'%) et les rogéodésiques sont indéterminées. Pour une
connexion eentro-projective (0, I, 1) les géodésiques sont indéterminées et les cogéodisiques
coincident avee les cogéodésiques de lu connexion projective (I'y, I', I} quel que soit I'y.
1a connexion centro-affine (lincaire) (0, I°, 0) u les géodésiques et les cogéodésiques inde-
terminées. KEnfin, pour la connexion affine normale (I, T, 0), les géodisiques sont données
par
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(52) v, ()= v,

¢’est & dire elles sont les courbes considérées d'habitude comme géoddésiques de la conne-
xion lindaire 1.

Nous terminons ce fravail avee la renmrque que In méthode utilisée iei peut étre ap-
pliquée 4 I'étude des autres structures et connexions subordonndes respectivement a la strue-
Llure et aux econnexions projeetives sur une varicté difierentiable.

L4
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ON THE COVERING SPACES OF VECTOR AND GEOMETRIC BUNDLES
BY

I. POP und ¥. TOP

]._'Inlthi_g paper there are given some results on thie niorphisms P (P, py: (M =,
M) > (N, ', N} where poand p* are covering maps. It is proved that £ (M, =, M) and

v
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(NS w7, N} owre veetor bundles and poiaTHel = 2 Y ple)), @ € M, are linear isomor-

phisr_n..q, t'.:mu_ some extra structures (distributions, orieniations, connexions, ete) of Z° ean
be lifted at £ Some examples are miven, ' ;

. 2, L;'t_ = r.li',_:, M, F) and 2= (N, =, N, ) be two veetor bundles. T.et prM
- and p" M N be wo maps such that the couple £ o (p, p’) be a bundle map.
)\e say that P_ 15 o bundie covering morphism it poand p’oare covering maps, In this case z’
is called covering veelor bundle of £

Examples. 1. Let j: M - N and g e I he two covering maps., Then,
P=ip,pxo):(Mx P, pry M, F} > (NxF', pr;, N, F*)
is a bundle covering morpliism.”
2, Let bLe the diagram
M

|»

o = 1
h) - -+ XN

with g’ = (.\",z',_ N) a vector bundle and p a covering map. Then, the puil-back of g’
over p is aw covering vector bundle of 27,
3. Tet be the eommutative diagram

R F A e N ¥
g »

) i

-'\'I = -_’.'\r

with p and p’ two covering maps having the same covering index, Then = is a veelor Lundie
and, therelprc P o= (p, p’) is a bundle covering morphism,

Particularly, I_ut 7:": N = N be a vector bundle with N, N connected puth econnee-
ted spaces. Let be T, = Nand I a subgroup of the group .‘:{,\",:r[;). Then, H = =, IF is
a subgroup of the group ={.N, ay) where 2p = :(,;vo'). Let 9 be an open covering of NV such
that =(U, 2¢) ¢ H. Then, W = e UYU = i} is an open covering of N and =¥, ;['(;)C

™

c . l"rgm _tj}(t classifving theorem of the covering spaces, there exists p: (.\-'., ;[‘;j—b (N, @y)
and p'i (N7, ag) = (N, ;rl;), covering maps, such that Py .—.(-:\',;-07 = H and p| 7:(,-\."',‘_;') ==
. The pair P~ (p, p'} is a bundle covering morphism, * '

?ropositi?n l.llf P=(p, P')j E = E s a bundle map such that p e a covering mup
e Py o p,.'.‘ufjF M 7 Na) = Npgy = =7V (p()) be @ linear isemorphism, for every point
= M, then, p i M = N js also o covering mup, that is P is a bundle covering morphism.



