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SUR LES TFORMES DIFFERENTIELLES DANS LS ESPACES
LOCALEMENT CONVEXES: LE LEMME DE POINCARE
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Dans celte Note nous considérons les formes différenticlles  définies
dans des espaces localement convexes a4 valeurs dans des espaces localement
convexes ot généralisons le lemme de Poincard pour le cas des espaces loca-
jement convexes complels pour des suites. Tous les espaces tocalement
conyexes sont supposes suy le corp B de nombres récls, sépards Hausdortl
ot complets pour des suites.

Soient £ ct I deux espaces localement Convexcs, M et Iy les ensem-
I 1ics de toutes les semi-normes conlinues sur I et respectivement /7. Notons
par & (p N, 0€p=gw) Pensemble -

L= {9 = (o1 2,) i e U X X I, =1"1%%.

Pour toute application o = ;@ désignons par L (I2. I') le sous-espacc
vectoriel formé d’applications p-lincaires de E? & I continues par rapport
a Papplication p». On démontre facilement que L2: (E,F) est aussi un espace
localement convexe dont la topologic est délinic par un ensemble de semi-
normes ¢quivalent & Pensemble 'y ot, par définition, I est identifié &
Ly (K. F).

Définition 1. Une application 1w < Lbs (B, F) est dile alternée S u (L1ee

.. ) = O chaque fois quc Pon @ @; = sy POUT Gl IMOINS UR indice

(1 <7 < ph

Nous notons par A (E.F)= fu & Lo (B, F); n est alternée}. On
convient, pour p =1, quc Ao, (B F) = Ly (£, F) cl par définition,
Ao (E. F)y=F.
1l st évident que «be (E.F) est un sous-espace vectoriel de Lis(E,F) et
il ésulte facilement que s (I, F) estun sous-cspace fermé dans Ly (E. F),

La démonstration de la proposition suivante cst analogue & celle
du cas des espaces NOTINES.

Proposition 1. Soit u < Abo (E, F). Alors -

(1) chaque fois quon a T = ¥ pour un couple (i, 7) d'indices distincts,
on a (&, .., Ty) = 0;
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(b)Y powr tont permdation o de Uensemble 11,2000 ptoon an (Trryeen,
vecdia ) e {mhac (e ) ol g (a) est Ta signatire de la permutalion s,
Soient £ OG0 H des espaces localement convexes, w, = .~l§-.:(h'. I)
Toggr g+ . ' ) . . e . .
A (LG of KV F ) G — I e application bilindaire et continne, par
rapport a Papplication (2. ¢) ') = 1o x Py donnée par (o, ) (8) = (= (3),
: L . . . :
(M) & = I Nous pounvons alors associer A
B = L définie par

(1) w0 ,)

Mo ©

w, ol ., Papplication

K (..

B N (T S )
Lapplication i est évidemment  p
O Papplication (200, 9 o)
des popremicres vaviables ey, L
variables vy, 4, .,

g-linéatre el continue  par rapport
I’y = 787 et oalterndée comme application
coty, b comme application des ¢ deinicres
. e FiRE = g 2 .
; Puogr Clost-d-dive, o= 00 oy (B ). Considérons
Fapplication linéaire canonique :

U _.16’-;‘,#),'_”",,.;) (F. ) - ,IE"..;,.;. oy (15 ) donnée par
(2) it , () | (e oy Yo (6) (g s

ol o parcourl Uensemble de toutes les permutations de 11, 2, ..p -+ g}
telles que o (1) < .. <a{p) ¢t af{p - 1) <... <a(p-+q.

Définition 2. On  appelle  produit  extéricur de w, & A (K, 1) el

Ha & .lf.a(lu'. () reladivement A K- x G — [0 ol on note w, A

b

TECLTEE PRI LY q) 5"::{“,”)'

wa. Pélément
i)

oy (i) olt Papplication e est définie par (1) et Papplication a,q est définic

per (2],

Les proprictés de la mulliplication extérictre des applications wulti-
linéaires alterndes définics sur des espaces localement convexes a valeurs
dans des espaces localement convexes sont les mémes que les propridtés
de la mulliplication extéricure des applications  multilincaires alterndes
définies sur des espaces de Banach @ valeurs dans des espaces de Banach,
ces propri¢tes ctant de nature algébrigque et pas topologigue.

Soit. U un sous-ensemble de F Lel que pour lout @ = U, Uensemble
x soit absorbant pour le sous-espace vectoriel qu'il engendre.
Définition 3. On appelle  jo-forme différenticlle de degré p, définie
dans U, ¢ valeurs dans I, une application o : U —» Aks (B, F). Unc p-forme
différenticlle o est dite de classe Cr si Papplication o admet des dérivées jusqu’d
Pordre n sur U (dans le sens des définitions de [4] ), continues dans les fo-
pologies localement convexes (par rapport & Pensemble de définition).

Désignons par Qs (U3 F) ensemble de toutes ,o-formes  différen-
tielles de degré p définies dans U & valeurs dans /' qui sont de classe €.
C’est évidemment un espace vectoriel.

Soient f£. F, G. H des espaces localement convexes, K :F' x ¢ = H
une application bilinéaire continue par rapport a {o, ¢): 'y - ' X I'g,
U un sous-ensemble de F tel que pour tout » = U, U'ensemble 7 — & soit

U

—_—
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. . ) . .

absorbant pour lc sous-cipacc veetoriel qu'il engendre, ¢t soit &;'lfi"U

‘ i U ‘o (E o-forme  différen-

— A (£, FY (respeetivement . U— g0 (B, G)) une ;9 f:omr P L

liclle définie dans U & valeurs dans £ (respectivement une  g-iorm

It i i ans U A valenrs dans G).

férentietle défine dons U avva ; o N
Définition 4. On appelle produil exterienr des formes différentielles

N ; N M DT Al Iy
o 0l s o on note o, A oo Tapplication o U = A oz o) (E. 1) définic
. 3 A

i

oo
pare{r) - oy (r) A @)oot (X} A o (1) est donnde par la définition 2.
K K .
il e : - le it extéricur w, cst une
pe ln définition 4, il résuite que le produit  extémcur (.),/;\_ o

(227 49 0p) - forme différenticlle de degré p - ¢ définie dans U &
valeurs dans I1. ‘ . T,

. multiplication extérienre des formes différentielles hérvite  les

propri¢tés de Ia multiplication des applications mullilin¢atres :1ltcrm-cs.
. . . vy M Al ANE Al

Soibe € W (U:F). Alors Papplication dériveéc o’ : U— Loy (B, Age (1L,F)}

' " . : D 4 4 L . 1 L
est de classe €271 el pour tout » & Ll résulte que o' (@) est une application
) : 1 y ’A H 31 1 - ]

p + 1-lincaire, continue - par vapport  a Tapplication "J_lbi ?J,t..:l,
l X ernée ¢ g icati ; srnieres  variables, cest-ia-
e Ppo) € :1ltcrlm:(, comme applieation des p o dernieres v
s J IR
dire o (@) & 5 F). - . . , ;

Définition 5. Définissons comme différenticlle cuterwure de ©, apg.u{
cation der — dy,, 0 " (01 @y, est délimie par (2)). Fovidemment, la (]lf\fle:l'ith“
e exléricure de o est une 2 - forme différentielle détimie dans U & valeurs

. 5 o > e [ AR
dans 7, Cest-d-dire de = L% (L 1), . ) i

Comme conséquence de ln symdtrie de Papplication «” (&), on ob-
lient faeilement _ ) ) ' -‘

Proposition 2. 5 o = (U3 F) (n> 2), alors d (do) = 0. Nous dli_l(_)nb
domontrer dans ce qui suit le leme de Poinearc qui dounne la condition
pour qquune forme différenticile o soit duale & du. .

Théoréme 1. (lo lemme de Poincaré). Soient E et Fodenwx espaces
focalement conceres complets poir des siites eb U un spus-ensembla .com:c.a}e
de B tel que powr toat wo= UL Pensemble U —a soit absorbant pour te
sows-espace vectoriel qu il engendre. ' . R
Ni o= il;',-;(l,'; Fy(nzl. p=1) do — 0 alors, i cxiste a5 Qp (U F)
lefle que do = o. _ o - N

Pour la démonstration du théoréme 1 nous utiliserons : .

Lemme 1. Soicnt E ¢t I deux espaces localement convexes ,camplg?
puour des suites, U un sous-cnsemble de 15 tel que pour tout » € ?, lcr;scfln] Ce
U — i soit absorbant pour le sous-cspuce vectoriel qu i engcnc@re‘, lpcgn’ditian
R et soit o : U X [ — ' une upplication continue que S{ztwfazt a la -
que la dérivée n-icme c*o/can existe el est une application conlinue !

~ L (E, 1), Mors Uapplication W' : U — F définie par ¥ () = S?(a“’ o

oz, t) di ¢

1
est de clagse Cv et '™ (x) "S i
R o
o

M ee WFabnmanink T
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La démonstration du lemme est standard (par récurrence suv #) cn
utilisant les résultats de [4, chap. IV, §+t).

Démonstration du théoréme 1. Nous supposons que 0 = U7 ¢t démon-
trons le théoreme dans le eas ott p =1 (n > 1). Soit & & QI (U; F) une
o-forme de classe C». Définissons I'application f:U—- F par

1

f () = \m (L) . v di.
0
Montrons que f est unc application de classe Cn. Daprés le lemme 1
il suffit de montrer que I'application ¢ (¢, @) = o (tz) .« est de classc Cn
par rapport & w et que les applications :g,(,—:‘g, ,(: ? sont continues de
Gl cat
U x I dans F, Lo, (E.F), ..., Ly (E.F). Mais » s’obtient par composition
des applications suivantes :

{a) UxI-UxE;{x t)— (fv. r)de classe €7,

(b) UXxE-L, (EF)xE: (v, )= (o2}, §; cette applica-
tion est de classe C*, comme w©,

(0) L. (E,F) xXE-F; (o), £)~+w(r). % de classe C-. 1l

résulte que 'application f est de classe €.
Montrons maintenant que Papplication fsatisfait au théortne 1, ¢’est-
A-dire que df = w. En cffel, le lemme 1 imphque ;
1 1 1

flz) = S [tw’ (tr) @ + o (tr)} dt = \% [te (L)) dt = [ to> (L)) l = w {it),
0 0 i 0
c’est-a-dirc o = df.
Observation. Pour p = 1, le lemme de Poincaré résulte aussi
du théoréme 2 de [4, pg. 30).
Montrons enfin le théoréme 1 dans le cas général (p quelconque). Soit

o € 0% (U; F) et définissons Papplication : .
(8) «:U — A2Zl(E, F)para (2) (&, .., E,,,_l)=8t1"1m(tm) () Eay s Spoe) dte
0

Le deuxieme membre de (3), considéré comme application multilinéaire
1

alternée de &y, ..., &pois est%t”"m(tar)..‘udt et c'est précisément =« (r) €
0

e A"}s (K, F). D’aprés le lemme 1, parce que Papplication (2, $)-£7 " @ (f2) 2

est de classe C», étant la composéce des trois applications suivantes :

3

FORMES DIFFEREN TERLLES DANS LES ESPACES LOCALEMENT CONVEXES 307

() U xT—UxI xE g fransforme (r, #) dans (t‘tr,ct; x) ; cette
:;11[)li¢:11i()11 existe paret que {7 est ,?(mvcf\,c cl cl'lc cq% de cla.se.e ‘ . S
(b Papplication U X I x iIi— ,i{.; (k. F) X E, qu cnvowe (a, t, ) dans
(7o (). 7y : clle est de classe C ('l))_llllllc o] ‘ |

AV (B, F) % 1= A7 (B, F). qui transforme (u,£) dans

() Papplication » < _’ g Lt e

élément de ASTIe (4o, Iy défin par (Z1e ooes Gp1) M (50 %1y 0ees E,o1); cetle
Teatl 5 < elasse O

application st de elasse oo ) ) —— R

il| [r(;qult:c que Tapplication = définie par (3) est de classe Cn et par suite

e o9 (U5 8.
Calculons dx; on ebtienl :

[ = ()} (Zx: vy op) = {[(“1! p-1® 2y ()] - % (G150 ip-1) =

n

.Y (= ‘l]"’St”[m' () S (e B e

=1

y Gy eers Gpydt

. Z‘ ( —1}. -lSLF ' I(‘) (t.l?) J (::ai: aly sery E,.-, [TLN] Ep) dt =
i=1 ;
¥ (- L) B s Zones B) AU
a 0
!
i p\ 177 [ ()] (S0 e s Iy di.
o
Parce que. do = 0 nous oblenons : 1
[z (2] (s oo B) = [ (@] (Buc oo B) St” [des (t2)] (2 Bty oo Ep) A=

1 )

k! Iz (— 1)"‘\ o’ (b)) - z: (2, Zisrens By e gy dt +

=] 5
1 1
- pSt"" foo (h2}) (Egper s Ep) dlE —rgt” [0 (t@) 2] (B1s e » Sp)AEF
0 o
1
r . o N
+ X (—U"St” (@ (Ee) « 2e] (B B1s e s tr wes £p) di =
i=1
1 Q 1

: \‘t,, [0 (1) . 2] (B s B AL pSt”" ((t2)] (B v En)E =

_{ %{ ) dt}(il, es Bp)e
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Il résulte que:

L 5

dx (z) - S:;i [#Pe (tx)] dt = [t"m(t.v)j| = g {x), pour touwl r = U c'est-a-dire
. .

&
que dx = w.
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COURBES SUBCA RACTERISTIQUES SUR UNK VARIETE PRESQUL
COMPLEXE
PAR

LIVIU NICOLESCU

v nsidire Paleebre de déformation associée &
Dans cette Note on considere I'algebre _tlt,’d(t‘o ! con;)le‘:c o
un couple de connexions lindaires sur une vari¢té plcs’qpt' cq[ o (':ctte
met en evidence les champs et les courbes subcaraetéristiques
alechre. ) ) ) . . .
algt 1. Tes varictés différentiables, les applications dl!lcxegtmlﬂcs,suiiz
chanps tensoriels et les connexions lindaires qui interviennent dans ia
‘ ) .' g hL ]
ont supposés de classe C7. _ ‘ ) . _—
’ Scllilt M unc variété différentiable & n dimensions. On‘ r;(;tetp@)trtl' ?;; ( E {1))-lc
Fannean des fonctions réelles, dif férentiables, définies sur Mt pe d
; IJE ecteurs.
-module des champs de veete o N
a ") Nous supposons que la variete M cst1 munie d'une .sltl uc;lt(l:ll]t(:] (R: grslgtl‘i{e
complexe définie par un champ de tenseurs F' du type {1,1), Iy .
tel que :

() F(X) = FoF(X)

R e . - 1'1 .
Soit ¥ une connexion linéaire sur la varicte presque R(:()n.ltplc;ch({g;vql)lc
Nous considérons unc courhe C : 71— M, ol T = cst CrVe

dC(t)

ouvert. On note X= —=ct soit p=C (t;) un point régulier de la courbe C.
. o i

X. pour tout X € % (M).

i T don V le
Notons pnrl—)]n différenticle covariante par rapport & la connexion
elt

+ la courbe C. . P
long dl;ét!‘iqnition 1. Le point p s'appelle V - plane holomor .ph('(‘.sz fe J{;ﬁ:{te;!
F, (X,) se trouve dans le plan osculateur (21, [3] de la courbe C au } ,
Cest-t-dire il eviste a, b € I tel que

DX

(2) )

— aX, ~ bF, (X,),

oit on o nolé X, == _H .
L : anes phes sont
Les courbes dont tous les points sonl V- planes holomorphe
appelées des courbes planes holomorphes.

dC\



