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Il résulte que :
1
1
da (x) - 4 [iPe {tx)] dt = [tPe(Lr)) | o (1) F = {/. ¢ 1
. ¢ = @ (), pour toul & = ' c'est-a-dire
0 n
que dz = .
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COURBES SUBCA RACTERISTIQUES SUR UNE VARIETE PRESQUE
COMPLEXE
PAR

LIVIU NICOLESCU

Dans celte Note on considere Palgebre de déformation associée &
un couple de connexions linéaires sur une variét¢ presque complexe. On
met en evidenee les champs et les courbes subcaractéristiques de cette
algehre.

1. Les varictés différentiables, les applications différentiables, les
chanips tensoriels et les connexions lindaires qui intervicnnent dans la suite
cont supposés de classe €.

Soit M une variété différentiable a n dimensions. On note par (F (M) —
Pannean des fonctions réelles, dif férentiables, définies sur M et par %6 (M)-le
(F (M)-module des champs de vecteurs. )

5. Nous supposons que la -ariété M est munie d'une structure presque
complexe défimie par un ¢hamp de tenseurs F'oduw type (1.1). nondégénéré.

tel que :
m (X)) = F ol (Y) X. pour tout X € % (M).

Soit ¥ une connexion lindaire sur la variété presque complexe (M, F).
Nous considérons unc courbe C-T> M, ot T R estun intervalle

ouvert. On note X'- dﬂﬂot soit p= C (t,) un point régulier de la courbe C.
di
Notons par II) la_difféventicle covariante par rapport & la connexion V le
rlt

Jong de la courbe C.

Définition 1. Le point p s'appelle ¥ plane holomorphe st le vectewr
F,(X,) s¢ trouve dans le plan osculateur [2], [3] de la courbe O qu point p,
Cest-ti-dire s il eviste a, b € R tel que

DX}
dt |,

— aX, + bF, (X,),

. R dC
oit on o noté Xy — — .
dt ta
Los courbes dont tous les points sont V - planes holomorplies sont

appelées des courbes planes holomorphes.
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Les courbes planes holomorphes sont données par les équations [9]
dz' da’ d ! . dx!
(8) S SN Y PR
dt* dt i dt dt

ot Iy, resp. F. sont les composantes de V, resp. F.
1 2
3. Soient V et Vdeux connexions lindaires sur la variét¢ presque com-
2 1
plexc (M, F) et soit 4 =V —V le champ tensoricl de déformation [8],
[4+]). Si on définit le produit de deux champs de vecteurs X, ¥ & & (M)

par la formule X + Y = A (X, Y), alors le ( (M)-module 2 () devient
une (F (M)-algébre. Cette algebre s’appelle algébre de déformation de la paire
1 2 H 2

de connexions (V, V) et sera notée par @M, F), v, V) [7].

Définition 2. 2.1. Un champ X € & (M) s’appelle ehamp subearae-

1 25

téristique de Palgebre @ ((M, F), V. V) §'il existe deux fonctions f, ¢ =
(F (M) telles que: -

(4) A (X, X) = fX + gF (X),

1 =
2.2, Un champ subearactéristique X' = @ ( (3, I'}, v, V) avee la pro-
prié¢té que X, # 0, (V) p & M, s'appelle champ de directions subearacté-
12
ristiques dans Palgtbre @ (M. F), V. V).

2.3. Les trajectloires des champs de direelions  suhearactéristiques
sont appelées courbes subcaractéristiques.

Applieation. Soit V unc connexion linéaire sur la variét¢ presque
complexe (M. F) ct soit N, le champ tensoriel Nijenhuis associé a F
donné par la formule [1], [8], [9]:

Ne (X, Y) = [FX), FOD) -2 (I (Y). Y]
(V).X. Y = 25 ().
Du fait que Ny est antisyméirique. il résulte que @ (M, F), V, Vv + N,)
est une algébre anticommutative. Done on a @ Tous les éléments de Ualge-
bre i (M, I). V.,V N ) sont des champ subearae téristiques (avee f = g = 0).
3.1, Remarque 3. Pour un champ X' qui ne s’annule pas en aucun
point de M, (4) est équivalent A
AEN®X-X .1 X)) @ {FX)@X-X @ F(X)=
={FX)@XY—-YXY@Fr(\) {4, ) Y —X ® 4 (X, X)}.
3.2. Si on note avee oL, resp. I, les composantes de 4, resp. I, dans

un systeme de coordonndes (&', ..., a"), alors en employant (3) on obtient
le systeme différentiel d’équations des courbes subecaractéristiques associées

1 =
A Palgtbre @ (M. I), V, V):

F(X F X)) =X, ¥,

-

o
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dat dat da” dat (I_.‘L" -

. 0,

fipy

M= or a0t dr de

(0}
ou on a noté
j i AT P S 4
() M (AL, 88— ot 81 (87 17— 3y (AL
1 . 1 M v ar. A 15-

1inferprétalion géomctrique des champs de direetions subcaractér
1 Ly . - t:
"aled . F V) cst yar Ie théoreme suivant:
tiques de Patedbre @ (M. F). V, V) cst donnée ps ‘ (V} %)

ilé : ire de rions linéaires )

soré ~onsidérons une paire de cONNETIONS )

ot g (M 1"1 ¢ soit X = % (M) avec la propriété
cur la variété presque compleve (M } et soit .

s s cont équivalentes :
-2 0. (V) p & M. Les propriétés suivanies sont équivatent N
que Eji)r\' ;?-S‘(f c}afmp de directions subcaractéristiques dans Palgébre U (M, F),

(F (M) telles que nous avons la

i A3, 87) (B F — B Fi).
E:}.:I;'Jh I

{7. %) (donc il existe dewr fonctions f. 8 =

relation (4));
(ii) Pourtoutp = M

II- ‘(-!pI;“p (.\'1,). ()i[ .‘l = V - V.

(iii) Considérons un point p =
morphe qui vérific les condifions :

ileviste [, o, € Ritelles que -, (Xp Xp) = foXp +
1

1
M. Si € est la courbe V-plane holo-

dC . _ ‘
7 = “| =aX,, a< R —1{0 be
{(7) C (t,) = p. il X, f
alors le point p est V-plane holomorphe.

Fvidemment.

nstration. (1) = (ii).
Démonstration. (1) = (ii) ek T SR

(ii} = (i)}. 1l faut montrer que

sont différentiables.
Remarquons gue pour un 'cl '
point de M, la rclation (4) est cquiv

) AXXNQX-X® A(X, X)=g{F(X) X —X®F(X)]

La relation (8), en coordonnées locales, s'éerit :

(®) (4, 8 — A} 8) XU XeXT = g (F§ 8t —F} ). B
Soit maintenant un point p =M. Tvidernment il existec un voismage

p cindices iy, heS{1 2 .., n}tels que

oordonnées U autour de p et deux indices o ho , |

‘llsft(';)oli)(:gonllf'fﬂ X' Xt —FnXi X U~ KEne gannule pas en aucun point
4 2

¢ = U. Fn tenant compte de (8'), on oblient :
(A (q) B — Al(q) 8 X7 (@) X () X" (@)
FF () 8 — FI* (g) 8} Y(g) X*{g)

M- R

amp X qui ne s’annulle pas en aucun
alente A :

(5) g =

st différentiable.
our tout ¢  U. Done g — g, est différentiable. L
’ I\Iain({enant nous montrerons que la fonction fP,?f?? : M- R est
différentiable. La condition (ii) en eoordonnéces locales s’éerit
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A (p) X (p) Xt (p) = [L,X(p) 4 2, i (p) X (D).

Supposons le poi ix¢ i i

§ SOTS oint p fixé, P - it en résult f i
Supposons | oé)ord) 7 o uisque X, = 0, il en résulte quiil existe un
oisinage C rdonnées autour de p et un indice i, tel que la fonction
X [T = B ne s'annulle pas en aucun point g € U, La relation

Al () X () N (g) — & Fig) X (g)
X' {q)

montre que la fonetion ¢ — f, est différentiable.

1q . (Wg=eU

(ii)= (iii). Soit pe M o soit € la courbe
que satisfait aux conditions : J caER Rl aRhelomgIphe

G =, 85

dt

(9) STAY

b

a ‘_'.’i'—{()..

a

Les équations différenticlles des courbes € sont :

(10) d=pt. Il" I

dv’ dit o o
: PR (3
dt’ dt dt dt T

. - _ ) ) 2 1
ol 2 et B sont des fonetions de 4. Puisque f = V — ¥, en cmplovant (10)

nots avons @

(10') d?' 1";::'; d a_f’l of vt
flt dt it

P

dat di de T ar

Nous considérons (10°) an puint £, et en tenant comple de (i), nous obtenons
Pl e tpt] ] e

dre db ode T

dat

(10")
f!lf T !

I, # sl ()

Les relations {10”) montrent que e point poest V- plane  holomorphe

aen s . . .
(i) = (i), Soit p & M el soit ¢’ la courhe V-plane  holontorphe

que satisfait aux conditions O L1 '
| s ("{ts) = p et d | X, De plus. au point
# NOUS AVONS : )
d=x! o do’ | dak i
i N e I A L Tk
dit |, ot |, di, dt ', ’ dt )

Nous considérons (10) dans #, el ¢
Ay (10) dans #, el en tenant comple de (11}, on obtient fa-

i .

Théore AT H 47 de ; i ;
e (;:::‘ne .): hm}t V el V ‘dc M GONNEXEONS lindaires symétriques sur
#é presque complexe (M. ). Les propriftés suivantes sont dquivalentes :

¥ 2
() V et V posstdent les mémes courbes planes holomorphes ;
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(b 11 existe deux 1-forme o el suy M telles que s

=) 1
(12) i = 1% - oy - By -+ Fime - Firt,
o 1 21
ot Viee The o Fi v, sont les composantes de Vo Voo, F ¢t 7 dans un voi-
qnage de coordonnées ;
1L

(¢) Tous les éléments de Palgébre 26 ( (M. ). v, V) sont des champs
hearactéristiques ;

(d) Par tous point p M passc une
a une direction donnde.

Démonstration. (a) < (b) voir 161 {p-

(b) = (c) Soit { — ¥ — V. En tenant compte de

résulte ().
(¢) = (b).

eourhe plane holomorphe tangente

95, Appendix 1, Lemma 3).
(12} et de (4) il

n emplovant ('), nous avons -
M, XRPXTXAN = 0,

(13)
oit MUP . est donnée par (6"). Puisque  les relations (13) sont veriliées
pour tout X', nous avons :

A[fiira =

J[EJ:-.{n ri 0.

(14

En tenant eomple de (6) ct {11},
() = {d). Evidemment.

il résulte {h.
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