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{3.36) o (L) = il 0.

SJor £ = Ro v = |0, a.

Proof. Let 8, consist of all funeti oS
f. Let 5, ¢ 5 { nebions m oS thal sahisly elati
{3.36). By (3.36) it follows thal PRI the reution

wu (—=h ) = Do (fer)s o (—toit) = (1 2
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and therelfore }
J(=fow, al—=1x) o (— 1) o5 . %E
8 bope (= by ), es (=1 2)) CONSTANTIN SIMIRAD

= —f(t oot ak 9o lf, B} 20 (1)) . i s i . . ok

Conscauently. 1. Notions générales. Définition 1.1.  Soif f(f) wune fonction définic

' r air B & valewrs réelles. On appelle celle Jonction -oscillante. si V1= R el

. i o 8§ . > 0. il erviste " (£, €y = R tel que )y =f) < e ot (f. g} > &
{'3.-;“) H (-') -7 Sf(f. RN ([. ,)‘)L T ”'. -I.:_:‘.. = (t. ))) di — ()’ ol I{ — (___w: _]_m).

Observation 1.1. $iune fonction f: B — Rest 3 oscillante alors Vi = B

[}
ot = > 0, il existe une suite 7, = R convergente a +oo, telle que ¥ €N,
on o | flt+18)—f{B)] <=

for o & 5,0 = 0, al
En effet. puisque f (1) est 3-oscillante, Vef2e et ¢+ f) . il existe £z > 3,

Then. from (3.17), (3.18). (3.19) and (3.37) we sce that

5 . el que {f{t+ -8 —fi-+ £y < gf2z Par induction soit f, tel que

. : . fuu+4L+ ...+ £y —f(+ 6+ ..+l < gf2n et posons = b e

(o) (=t 2) = wna{r)+ S(’ (s C.-)S./('?f Loaln B ooe(s, B pee (. E))dedi= oL kn intercalant unc suite de termes intermdédiatres, nous avons
) . ‘ N i £, = 4o et Yo = N, ona | ff+ £ —f ) < =

Théoreme 1.1. Si wie fonction S-oscillunte a timite @ +co, alors elle

est wne constante.
Démonstration. Supposons que lim f(f) = €. Soit ¢ = R arbitraire
Lo 4

and similarly
Nous aurons f{t+t,) — & <

< (T 3) i {Co LT = ot
e (=t} = -—..)(f' o), L l/E 1J)( t, @) = G (T 7) (t. ) e > 0 cl £, définis dans I'observation (1.1).
o e et <f) < f{E+t) cetalalimite C —e < f(t) <C+ = done [ (t)=C,
oit que si une fonction f: B — R est 5-0s-

puisque &, ¢ sont arbitraires. On v
cillante, alors les fonctions ¢f, ¢ 4+ feb f(t = ¢) sont S-oscillantes.
Théoréme 1.2. Supposons que f: R — B est uniformément continue et
CR = R est S-uscillante. Alors la fonction [(2 (1)) est S-oscillante.
Démonstration. Soit £ = B, ¢, = O et * le correspondant de (f, &1, 2},
Cest & dive | (¢ + t7) —a ()| < =, On aura Jle{t+tp—=fle)l<e
si g, est convenablement choisi,

Théoréme t.3. La limite
fonctions 3-oscillantes est une Sfonction 3-oscillante.

Démonstration. Soit une suite f, (¢} des fonctions 3-oscillantes unifor-
ménient convergente & f{t), On a Lf+ry — i sife ) —
L) 2 St 4 8) =)+ ) —f (1< s si n > N{e) ct
t* est le correspondant de (4, € Ju) clest a dire foll 1) —fat)] < =0
On aura aussi:

Si une fonction f: B » R est 3-oscillante alors :
a) | f(t)| est S-oscillante;

b} siinl | f()| = r = 0, la fonction L est 8-oscillante ;
re g f)

for 3 & §,. Further, the proof is identical with the proof of Theorem 1

e
REFLERENCES |

Cesuri, \!;.n“ng’:rru[o;l.zf(;..w:!u?.urlt.\-] of hyperbolic partial differential cquations, Symposium
A t ifferential Equations and Nonlincar Mechani ado Spri
) .-\‘cadcmic Press, 1963, pp. 3357, e Sldhler Colords Springy
_‘. ﬁ ;\ ]131 ohy 1](3 i, ; ‘;',‘.cmt;;'irrl!iferﬂfr_tia[t' st ecuafit integrale, LDP, Bucuresti, 1963
3. , KT erivdic solutions of « cluss of hyperbolic equations eonfai: ing a sma
bl meter. i-}rcll. Rational Meeh. Anal. 23 (1966) pp[:SSU—-Sﬂ‘imammg @ smell poy
. Pelrovanu, D, — Perivdic solutions i roble ichiga
| e e, s of the Tricomi problem, Michigan Math. J., 16 (1968),
‘. C‘: :]i.:(; Il: N \'(J‘ l?{’..‘ﬂuwz}cuuye differenciul’neje wravnenija, Tom I, 1L, Moskva, 1953
L Calis l\l‘Lt?' .\ ™. ‘l.l.l{fc'?lt"c‘ m'u! u;:pr(f.r.lmatmu of the solution of a houndary value pr,oblem :
Atti Acead. Sei. Torino, Cl. Sei. Fis. Mat. Natur, 107 (1972 -1978), pp. 178—486’
»

Lune suite wniformément convergente de

=t

fteceived 20, XTI, 1076
1976 Faculty of Mathematics
University of lagh
Romania



368 CONSTANTIN SIMIRATL

= N
ey si | fin) = M. W < ol da fonction f7 est S-oscillante.
Les trois inégalités suivantes | f{(0 -0 —{f (0l < 1 f(t 4+ ) —
[ 1| 1 & e ‘
=/ (1)]]. o=t c— LSO =S4 Cplet 104 0)=f" ()] g

LA fing o or
S y=rn o pd oconduisent & ees Lrois affirmations,

Obsercation 1.2, Les Tonelions periodiques et presque-peériodiquest)
sont §-oscillantes,

Liaffirmation est ¢vidente pour les Tonclions périodiques et pour les
fonetions presque-périodiques elle résulle de la deéfinition donnéde 4 ces
fonelions par 1L Bohr.

[l exisle des fonchions S-osetllanles qui ne sont. pas presque-pério.
digues. On sail gue la fonclion f{f) = sin 2 'est pas presque-périodique,.
mais elle est 3-oscillante. Soit. encflel. { = R et € > 0, alors | sin (£ 4- 1) —

sin{?l = ¢ c¢h cholsissant {7 = VF—I— 2hm— 1t et s1 [ est assez grand
on a * = 8.

2. Quelques exemples de fonctions 3-oscillantes. ) Soif une fone-
tion f: R — R contimte e monotone croissunte a +ow; alorsla fonction f (1),
sint est 8-oscillante. K cffet, posons kb () = f(t + <)sin (f + 7) —]'(t)_
Lsin . alors on oo

Il 2w

0 (-.)A: o I 1]
!_)

cn choisissant & convenablement. Puisque 2 (<)

|
.
i
]
S
=
[
=
B
I_
el
te | gt

)—f(i} sint = 0 et

_/'(2/;.-: -4 }—) fitysint = 0

[ S

est continue, 1l existe
s 3
b 2hiE A — — t) tel que A (£

53 ¥

est S-oscillante.

B) Si une fonction [ R — R est S-oscillunde, alors tout pelynime de

TSI Y =0, ¢'est & dire f(t).sint

. , o ‘ni. i - - 0 . .
la forme T, , ()= IZ Ly e 5 € R est une fonction  S-oscillante. En
1

cffet. il suffit de montrer ec fait pour les polyndémes de la forme suivante:

K

T,:(t) = le [ax cos ry f () & besin 2 f ()] On a | Ty p (84 ) — Ty 1 (8} <

< z en choisissant ¢+ le correspondant de ¢, , - =, f

ALY Cael b))

k=]

ot A — sup |,

L
Soit €y Pensemible de fonctions uniformément approximables sur B
(dans ic sens de la convergence uniforme) par les polyndmes trivonomé-

) Pour lout cc qui concerne les Fonetions presque-périodiques, voir {1] et {2].

appartiennent & €, Siinf g ()
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pques de la forme ci-dessus. Toule fonction de Cf sera 8-oscillante et si
foo = Coooalors Jes foncetions of. [ [0+ ) e+ fo f1 g fa, 7 f(ef)
z0r >0, alors 1jf = Cy,

tell
C) Les fonelions  uniformément approvimables sur R par les poly-

LR r . 4 g
ginies de la forme T, {17) W[ e sont 8-oseillantes, lin effet, T, (u).
' Fealt

comme fonetion de e, est presque-périodique. done Ve = 0, il existe 1(z)
tel que dans ehaque intervalle de longueur / (¢€) il existe = (€) ayant la pro-
Privl(" que T, (- <) T () <z ¥Yu € R et de plus ]_111(: z(g) =

P
o, Ion choisissant £ (4, g) = Yo = 4 ¢l 7 (2} assez grand, on a
{oe Sl T (s ) =T, () < 2 Soit F I'ensemble de  fonetjions

définies ci-dessus. Toule fonction de 7 sera 3-oscillanle.  continue cf
hornée sur £, Liensemble F© coineide avee Uensemble de [onctions pres-
que-périodiques au sens de Bohr,
Si fig s ey aloes of L f fUE+e) S+ 4
pend & FO et siinf g () 2 r > 0. alors 1/f =
e
La démonstration de ces alfirmations est immdédiate.
Soit un polynome trigonomdélrique appartenant a 9, et conside-
rons be probleme de Fexistenee de la moyenne de ee polyndme. Multiplions
»
e polynonie par pt" Vet inlégrons de 0 a YT, Alors nous aurons

fo, fr. f{et) appartien-

AU

I n
V’-T V‘T "

p \ 19T, () dE - p \ (('0 + X% G a“’m—“’] 1271 dl
5 . Loml

n ]

el en changeanl la variable. on a

-
. o i
\'1',, (e = Co T+ ¥, G~ (" —1)
. ] thy
1)
d'ott on a
.
. 14 .., . ,
Hm —’—‘\ T, {w)de =,
T = .
(1)

Dans le cas géndral out f & F, on peut affirmer quil existe.
7

lim }i S Py dt = Myp< ecc,
Towuw T

0

H — Matematica aniv.



370 CONSTANTIN SIMIRAD

Evidemment, un probleme analoguc d'association d'une série Fou.
rier 4 unec fonction §-oscillante d'argument 7 s¢ posc. Sif € FOj)
résulte que f(u) est une fonction presque-périodique et alors elle a une
série Fourier associée, Dans le cas on

fa)=Y Cé™ alasona f(r) =Y €, ™7,
kel Pomr )

En ce qui concerne la dérivée ct la primitive d'un polyndéme trigo-
nométrique en £? des grandes difficultés aparaissent pour montrer qu’elles
sont §-oscillantes.

D) Soit C, Ucnsemble des fonclions uniformément approximables sur
H

R par des polynémes trigonométriques de la forme T,, (1) = ¥ €, M0
k=0

oie P(t} est un polyndine quelcongue a coefficients réels. Toule fonction de

Cp est 3-oscillante. Fin cflet, la fonction T, (1), oft w = P(t) est presque-

périodique ¢t on a:

Tyolu +z)—=Top(u) <e, YusR, ou
T,,(P(1) | <e, Vt=R.

Soit A(t")=P(+¢) — P(t) — =, et {{f >3; alors on peut choisir < tel
que k (£} < 0. Puisqu’on peut considérer P () = a,1* 4 ... + «, avec
@e > 0 (sinon, on introdutra le signum dans les cociTicients 72..), il existe
&, > 1, tel que A (&) > 0. Done il existe t* = (¢}, &) tel que h {{*) = 0,
c’est ddire P (t-4+t")=P ({)+= et nousaurons |1, , (¢ -+ 7)) — T, ()| < e.
L’ensemble Cp est fermé par rapport aux opérations algébriques élémen-
taires. 8ion remplace la fonetion P (¢) par une fonction monotone croissante
non-bornée, le résultat ei-dessus reste cncore valable.

3. Propriétés caractéristiques des fonciions 3-oscillantes. Théoréme 3.1.
Afin qu'une fonction f: R — R, continue et bornée soit 8-oscillante. il faut
et il suffit Uevistence de dewr suites {@,}, {y.} convergentes a +oo, telles
gue lim f(x,) = M et lim f(y,) =, oit ;e = inf f(t) e¢ M = sup f{1).
o teER tER

fi—s o =

Py (P(1) 4 7) —

Démonstration. Supposons que f(f) est 8-oscillanle. Soit {¢,], une

suite, telle que M 2 f(4) = W —%c. Si lim f, = +cc. alors on la note
:_, ko w
{ s} et lim f(x,) = M. Si non, alors soit lim# = ¢, done f(t) =M.
= m koo

Soit 1] le correspondent de (tﬂ,—E) . cest A dive | f(d, - 8) —f(t)] < g.
o 2
4

t: le correspondant de (to -} t;,—) ct ainsi de suite, #, le correspondant

ey

de (to+t;+...-:~t;_“—'“]‘

L2 E]
-

Posons t, = t, - ... 4 £, et on aura

. FONCTIONS #-0O5CILLANTES am
Hi
") St =St} < e
Done. ¢tant doné € = 0, on peut construire une suite {t.}, avec
1 1
a propriété (). Soit la sui = — ,.. ¢t les
[t %, avant la propriété (*). Soit la surte 1, 5 o

suiles 14,41 qui leur correspondent. En prenant la suite dmgonale, on aura

1 . . : : TR e
P FUAT< L ettt = o Sil suite {6 tend vers — <,

wa

qlors on peut consttuire une suile {fi} positive ayant la meme proprictc,

cest aodire Moz f() =M —% Pour la construction de la suite {y,}
on procédera dune m:mili:rc :ma]ogu(‘.' f ] L
Réciproquement. soient deux suites —t.r',,},Y {is} convergentes 4+ %
telles que lim f{r,) = M el 31111] (y,) = m. Nous choisirons deux sous-
suites ) (;’t)}:q;,} avant Ia propri¢te qu’c!l‘tre deux termes cops_écutifs d'une
<uite. il existe un seule terme de la deuxiéme sous-suite et réciproquement,
ot telles que la suite f(r)) soit monotone non-déeroissante et la sufltcf(y,,)
wil monotone non-croissante. Soit ¢ = R, alors f{f) = [f (¥a)s f{ry)], pour
toul o > N {f) et puisque f{{) est continue, elle a la propricte dcfl)arl{oux,
done it existe £ € [, . v tel que f(6) =j(i,) et en posant ty = ty —1t
nous auwrons f{t 4 &) — f(t) = 0. kitant donnée § > 0, on peut cvu?cn‘l—
menl choisiv ne tel que fy = 8. 8im = —o ct M = too, alors le théore-
me 3.1 reste encore valable, .
Observation 5.1, Si une fonetion f: R — R est non-bornée inféricure-
ment of supérienrement, continue ct fS-o.?cillar_{te, alors sa somme avee :mrz
fonetion bornde est une fonction 3-oscillante. En effet, soient {a,} et {y.}
les dens suiles délinies dans le théoreme 3.1 et g ()| < M. Alors on a

évidennment  lim [g (@) + f(a)] = o et Eim (8 (#a) -+ f (Yn)] = — 0.

cesl A dire [ - _, est S-oscillante (ou f —g). 5i g (2) est une fonetion con-
tinwe ¢t posilive a partir de ¢t > 7', la fonetion g () f (t) sera 8-oscillante.
Silim g () = e ct f(2) est 3-oscillante bornce, alors :
' o ’ . . . :
— [ () ¢ (&) vest pas S-oscitlunte st inff{t) = m >0, St‘ejgf(t) =M=>0
’ tex
—f wl S-oseillante si inf f(f) = m < 0, supf{t) = > 0.
F{y gty est §-oseillan Rf( ) ‘eg

' .
Observation 3.2. Seit f: R — R zemc fonction qontinuc et S-oscillante,
alors on peut choisir wne sous-suite de minima relatifs monotone, non-crois-
sante ¢l une sous-suite de maxima relatifs monotone non-décroissante, ayant
les abscisses dans deuwr suites de nombres rdelles convergentcs ¢ +x. ‘
En effet, soient les deux suites {aih et {yi) définies dans le théore-
me 3.1. Posons f(h)= sup Fll)= f(r,) puisque ¥y <Ip < Yopr, i suit
telr,. ]"n+l'I .
que £ () est un maximum relatif. La suite {f(t;)} est convergente & M =

= sup f (1) ct done on peut choisir une sous-suite monotone non-décroissante.
fer
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Définition 3.1, La  fonetion
F-oscillante st Yz > 0. il existe
eriste wun 1" (f, €) = &, wyant la propricté | {0 --8) — [} < =

Théoréme 3.2, Soit f: R — R, asymptoligucinent S-osciliontc cf con-
tinue. La fonction f{) est décomposable cn wne sonae de
g (1) e (0) ole g (£) est S-oscillante of lim e {f) ==

Jovon

f - R Sappelle
T () tel que W= T(2) of 8 >0 jl

i plotigueinent

La dénronstration ost tres longtce: clest pourgquoel nons Fomettons,
La décomposition ci-dessus n’est pas unique puisgue on peud construire,
en partant de la fonction g (£), d'autres fonctions g-oscillantes avant la mé-
me proprié¢té. n cffel. soient les fonctions

o ([) — [ :-"r (”) )
1 gy s
ces fonetions sonl S-oscillanies ¢l st o pose fif)
o a lim e, () = 0.

f-vin

st .
L= o
=

4o (1) -, (1), alors

On peut aifirmer que duans un cnsemble de fonelions §-oscillantes
dans Jequel la difi¢rence de deux fonciions est 3-oseillante, la déeompo-
sition ci-dessus est unique dans le sens que dans cet ensemble i v a une
scule fonction g {) tele que f{f) = g {{) -+ w (1), on ]nn w (1) = 0.

Ion effet, si fy =7 (0 -+ @ (£}, ou L™ {§) — 0. .1101% nous auruns

im [g (1} — A (8] = Tom [w7 (7) o

—w ()] =0 ci d'apres le théoreme 1.1 on
f=sn fot

a a(t) = h(b)

Définition 3.2, Solend f,g:f— R, dewx fonctions S-oscillantes et
continues. On dit que les fonctions f. g sonl dgalement 3-oscillantes si Ve > 0,
et t € R, il existe t*{, &), ¥ >3, ld que |fE+I)—f)] <= e
gt 1) —g ()] < e

Cette définition nous permct d'introduire des classes d’¢quivalence
dans Vensemble des innc-lmm 8 oscillantes.

Théoréme 3.3. Soient f. g R — R, deux fonctions dérivables et sup-
% s K,

JOSONS  qle alors i la fonction g (1) est S-oscillunte, lu fone-
N = b

tion [ (1) sera aussi 3-oscillante, de plis clles seront égal-nent 8-oscillmztes.

ko cffet, soit * € R, on a|f(l4-8) —f ()| < K |g(t-+ &) —g@)]
ct pour t* convenablement choisi, résulte Paffirmation du théont mc.

4. Fonetions 3-oscillantes dépendant de paramétres. Soit Q < C*
(C* est Pespace complexe n-dimensionel) et 2 = (2;,...,%,) € Q < (,". En-
visageons des fonetions a4 valewrs complexces, définfes sur R x Q, conti-
nues sur ce domaine,

Définition 4.1. L fonction [(z, 1) s
mément par rapport ¢z € Qi Vi€ By ¢ > 0, il existe 1 (1. €) € B, I* > 3
lels que | fls0)—f(=0+ 1)< s, VreQ,

Supposons que f (%, 1) est S-oscillante en £, uniforniément par rapport
4 z = Qy alors les fonctions ef, | f], f(z 1 ¢), sonl §-oscillanles en

Cappelle 3-oscillante en |, ruufﬂr'

)

deww fonciions

v PONMOTIONS 8§ -OSCILLANTES a7

pniormément par eapport 2 v € Q0 Siode plus | [ {=. !)| m o= . nﬂ[m's
Yz 0 est S-oscillanie en L uniformdément: par rapport & = & Q. La méme
propric¢té sera vatable pour f7 (2, 1) st f(z &) est hornde, B )

'I‘llu)romc 4.0 Soit f(z 0 o Limite dune swite f, (21) wniformément
conrerdinte. ST les _/rmr'{irm.s- LAz b sont S-oscillanies en 1, wniformément par
pappard a z € Q0 alops la fonctivie f(z.0) sera §- oseillante en 1, uniformé-
maend pur rapport q z = L .

Dafinition 4.2, Soif + o (2 e 3 = 0 0l L= ), 0= L, n
On dit que le vectewr @ = O est §-0s¢ illant si lex fonctions 2, (1) sunt dgalement
§-parillantes.

(' vaoit gue sioun vecteur esh
noriHe.

Theoreme .20 Soit f(" 1 wniformément continue, S-oscillanle en |,
uru',-'z mément par rapport ¢z € el () une fonclion duadement S-oscillante
avee [zt alors [(S{0.8) est une fonclion 3-vscillante.

A-oseillant, alors il cst 3-oscillant en

i effel. en choisissant % Te eorrespondant de =/} tel que
[~ (4 ) — 2] < g cb {f 040 =[x f)l < g,, on A
FleltR )bty S0 SUEUF )4 0) =L 0+ 0]+

Nl< z

S ACION R B A C O

5. Quelques applications i l'étnde de certaines svstémes dequatmns

différentielles. 3.1, Soit le systéme
dii _ & - :

(V) ‘“'[ Yoy, LW L] €M < Fe i= T,
of o |

ot a;; & R, fi(8) sont des fonetions 8-oscillantes apparienant & un ensem-
hle H de fonclions 3-oscillantes dans lequel Jes opérations algchriques
éiémentaires sont des opérations inléricures.
Théorénie 3.1, S{ e b, = O, vit 1, sont les racines de Uéquation det (of —
Wy =0 .1 {a, ). alors le systéwe (V) o wne scile solution bornde et
ele est S-oscillanic. De plus on oo {0 € KM = 1... n, K est une
constanle que nons allons déterminer,

Iin faisant une transformation convenable g, le svstéme

{1) peut avoir Ia forme triangulaire :

iz, . .
(7 fa 2y byeze -+ o 3 b 2e + 17 ()
€
(o ) "
) ) (:“- PR - by ze S D
i%; Loy ] ] .j“. (I’)
4
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8
o . : 2 et + .
i ngf'.jff (1) = f, (1) et on voit. que les f5 (f) appartiennent & Ia méme

]claﬁs‘;c fermée par rapport aux opérations algcbriques c¢lémentaires, De
l‘nunc, on observe l’c_i:ut que si les fonctions y, (£) sont borndes, alors =, (¢
¢ sont aussi et réciproquement. Supposons Re z > 0 ¢l soit l'équatiion

(3) C_svru
b S ()
ot f(t) est 3-oscillante bornée; alors (3) a la solution bornée
ity = — \ T ) da.
'l

Puisque f () est S-oscillante soit x({f. ¢)

Sinf {1 = 8 et | f(t A

+ ) —flt I. Nous anrons alors f
: E) Rj;(l) < e t € R, Nous anvons alors  f{t - «(f. g)) —f{f) < g
(t4+a(l, g))=— R B Y C0) A R T (o (b 2)) e,
"-;t'i',s) .l

Dici il rosulte | 2o (f - 2 (. €)) — 20 ()| € Lsup S+ (L ) /() . ob
lel

u=Ren =0, cest a dire l' i ' i

wo , st que z, (1) est S-oscillante ¢l appar

méme ensemble _#, done z, (1) est s-oscillante. ppartient a3

ol t-Iuner\'c'nant au systeme (2), de proche en proche il résulte que la

.mcu‘/l;lmp)qrncc 3‘,0) est J-oscillante et quw’elle appartient au méme ensem-

ol e.\. ;usque lcqlunhon (3) a une seule solution bornde, alors il résulte
xiste une s g ne svsleme (¢ esl 4 di

¢ seule solution bornde du svstéme (2), ¢’est a dire du sys-

téeme (1). De plus on a

A
& t £ = == ‘ is - — o * )
| (1)) 5 . K, M et puisque 2= g1 Zactt Opoan 2 + Jaa (8 ( "=d|dt)
il résuite
o, M ) '
| Zpaa (B) . 1[ by 1a —H— + M| =K,_, M et par induction | z, ()] < K, M.

P - »
osons IL max (K, yores K,); nous aurons =z (¢)! < KM. Si Re? <0
on procéde d’une maniere analogue. ’

5.b, Soit le systéme quasi-linéaire

(4) Y _ ¥ g, -
e j)_]I aly L0+ g G s u), (&Y s M

et le systeme générateur

9 FONCTIONS & -OSCILLANTES e

i ] i " .
|.l) REL Z”i; Y ':Lf.'(t).- i= l...n
=1

et i
j.es fonctions f; (1) sonl dans un cnsemble C de fonetions ¢galement 3-oscil-
lantes, g, (. y) sont des fonctions ¢galement S-oseillanties en 4, uniformd-
ment par rapport &y € 3 c C», appartenant 4 € {(comme fonetion de 1),
(a) = {yfl e — 471 < al, Yt ctant la solution du (+). On peut énoncer
le théoreme suivant :

Théoréme 5.2. i. Si Uéquation del (4 — 11y = 0 a les racines by et
Rer, # 0

i, Si les fonetions g, (L. y) sont continues en {A):| yi— Yl 1 <a, t€R

n

el gt y)—gi{ts) gl‘Ziyi — ;) en ().

i=1
lors le systéme (4) a une senle solution bornée S-oscillante et si w est assex
petit. elle a le graphique en (). De plus lim y, () = Y2 (f).

=0
La démonstration de cc théoreme est similaire & la démonstration

Jun théoreme analogue dans le cas presque-périodique.
in pavtant de la solution du systeme générateur, nous formerons la
quite des approximations successives, en prenant ¥ la solution bornée du
svsteme
{h/i'._' kS

(3) E Y aq i RS+ ougilt RPN T 8
3=1

{i=1,.,n ct

= 1,2,... On observe que dans chaque étape des approximations sucee-
sives. on doit intégrer un systeme de la forme (1). I1 faut montrer que la
suite des approximations sueeessives o les éléments en (2,) si w cst asscz

petit. Fvidemment 2 (1) = (3,) ctsupposons que 'approximante d’ordre
I — 1 ale graphigne en (). De (3) il résulte
A — )

— =y ag (o

.’l(;]') T llé.’:(t- 'U}I:_l grees ?w;dl)
dt jeaml

et dapres le théoreme (3.1) on a yi(ty — oyt <l ] KM et si |l €
< aJK M, nous avons (1) = (8,). La solution 7 (¢) est 3-oscillante, done
2t 4y, Y5 est S-oscillante ot d’aprés le théortme 5.1, la solution #; (1)
sera S-oscillante. Par induction il résulte que la suite des approximations
successives est constituée d'¢léments S-oscillantes. De (3) 11 résulte

A — E . 0 ‘ ) -~ -
(6) LL’;"L) = 3 a (g — ) Edt e gy — g (gt ]
Wi j=1

et d'aprds le théortine 3.1 nous aurons

Sy — gt (1<) ] KLY sup g (=7 (D i=1.., n et k=12
j=11ER .
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Soit €y = “';1?\' {félt]:) Y — (1) ] de Pindgalité ei-dessiis on

(7) Co < Tu|nKLC_,, f—=1.2....

’

o€ u KM Al résulte que C g ML ( w aKLWE, =0,

En choisissanl | u <minl—”— . ! .
|KM " KL

et puisque (

i suite  des  approximationg

00

successives cst convergente puisque la série Y, € est convergente et elle
ken a

est une majorante de lasérie Y, | 541 () — 4F (1) . Posons yi (1) = lim gk (g)
Yeo L * st
. 0y - . . . L.-'m
el d'ap s (3) ya (1) est une solution de (1), S-oscillante (voir le théoréme 1.3)
Iin ee qui concerne l‘umcn_l'c, supposons quil exisle encore une solution
2 () nous aurons alors Uinémalit¢ (en ulilisant le théorime 5.1)
. .

() -y () € u KL }:,'] :él}) ) gt ) ]i 1. woet be=102,

Posons d, = nmax [?u‘;‘) L) — gy el oalors d, = v nwlNLd, . oy
dy € (wln KL);‘ da .E clest-d-dire fim g (1) = 2. (). Puisque g 0 <
< 'uw KM il vésulte que lim g, (1) ’=_r;" (1)

3.0 Soit I'équation o

(8) gl—yllp — 1) =27 4 2050 By = 20 L), i f(r) =10,

A] ) H )
En posant z = g/t on obtient le svsteme

| P
e

" ce syslonie devient

(9) { S
=2 — By - e} on

La fonction f{u) esl presque-périodique. et alors si .f # 0. 3 # 0,
nous aurons une solution presque-périodique de {9), ¢'est a dire une solu-
tion 3-oscillante de (8).

. 8. Nous nous proposons d'étudicr U'équation différenticlle homo-
géne d'ordre 1 & coefficients constants
(10) Ly =y & pyye0 & 4 py=0, p, = R,

Théoréme 5.3. 1. Si toutes les racines caructéristiques de (10) sont réel-
les. alors aucune solution de (10) n'est pas S-oscillante.

2. Si certaines racines caractéristiques de DPéquation (10) sont
complexes, e'est & dire ry = o, + {8, rf = a; — i, et ry = v, i = L, b
et k = 1,...,n -2, alors

By & f()).
et en faisant

"= ddn.

11 FONCTIONS 8 -05CILLANTES g7

a0 Sz = max () > . oz > 00 da soludion géncéeale de (10} est

i
J-osceillante.
ho Stz < v, I solution générale de (10) n'est pas S-oseillante.
3. 81 les racines caracléristiques sontcompleses et parmi elles il ¥ a
At moins une a partic réelle positive, alors fa solulion générale de (10} est
S-osetllante,
Dans la démonstration de ce théoréme nous utiliserons le théoreme 3.1,
[a premiere affirmation est évidente. étant donde la forme des solutions
particulicres et par conséquent de la solution géncrale,
Supposons que les racines de Iéquation earactéristique sont simples.
Ja solution générale. en econsidéranl o = #, sera
g {f) = e (Cyeos Bt 4 Cisin B t) - ' (Cocos Bt + (usin 8.8 — .-
O o CIAY
B (Chens By b sin But) 4o o o™ - L dlpyy, 0702,
Les suites w, = 2u=)] &, . @, — (20 4 1)=/ 8, sont convergenles
» elonalimyir,) = = (sign C). lim gliv,) o (sion (7,) ct done
. H-vor i
y (1) sera S-oscillante. Diune manicre analogue. on peut trouver les deux
suites dans le eas 3. Dans le cas oft on o Yi, 2z < 0. alors lim g (1) — 0 el

[
done Ia solution générale wést pas S-oscillante, Si les racines caractéristi-
ques sont mulliples, on trouvera les deux suites pour lesaquelles g (1) sera

convergente a 4-o0.
Le eas de éaquation non-homouvene peat ctre ¢ludié directement.,

3.¢. Soit I'équation
O
S
torte selution de (1) est S-oseillante. .

Fn effet. Péquation (11} est équivalente au svsteme ([4]. pag. 76)

! (.
(11 I 1 ‘./()
b Fyy.

(1) = - () = 0, ot [

et en faisant fe changement

(i/] . cosSf(!)(H

0 et .'r‘.,

s-inS_I'(i)df )
sin{.f (1 dt t'mg_f'(t) dt (']

on ohtient .r, 0 el done la solution (y.2) est §-oseillante. Si

!
la fonetion \ (1) dt est S-oscillante alors la solution de (11) restera 8-oseil-

lante.
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_ .S'.I'._I*‘,n. [3] N. Gheorghiu a moniré, en utilisant un procéde
d.c hnc'arlsatlon, quc-dans certaines conditions, toule solution de I'équa-
tion a =f‘(t,’ @), qui est bornée, est presque-périodique. Jin utilisant Je
méme procédé, nous allons montrer une propri¢té pour les solutions hor-
nées de D'équation
{12) o= f(t,x,n), =didt, n = (0,a], @ >0,
Théoréme 5.4, Si 1. f{i, 2, p) est conlinue et hornée da :
o 4, St e, st ¢ ns le dom
2l =M, te R, ue=(0a T
2, f, (L, @, 1) est conlinue et f- (t,a, n) 2 K > 0,
) ) . da (¢,
3. 4l existe une fonction = (i, 1) dont lim"—st—“)
. . . v (o) ‘
® ﬁ;‘(ez pe)tzt satz.s'faztf ¢ a(t,pn) 28, telle que |f{t-+all,p), o u) —
, &, 1y | < =, uniformément par rapport 4 @ € D et u = (0, ], od
D= {mlll | ;vl < “11}' I ( * ]! ou
Alors foute solution bornée de (12) a la propriété ; )
s de (12 que Ye > 0, il existe
Mo € (0, a) tel que | & (1 -+ a(t ), w) —@ (L u)]< & Vo < po.
Démonstration. Soit w (f. 1) une solution bornée de I'équation (12)
Alors on a :

=0 et qui, pour

da (f, p)
5 = f

= f(t+ x(tw).a(t Fa(t o) u)p) [1+27 ()]

s @ {top), p) et

da (4ol ), )
dt
ot ' = dfdt.
Posons A (¢ = ¢ (t 4+ = (b w), w) —a (4, u); alors on a:

IA
WO g attwy w2 wow) v) —Flhn () ) +

di
ol () SUE () (E = x (bow), w), @)
En utilisant le lemme de Hadamard on aura
dA (1) o
= o () A 4+ LS (o), @ (o) )

(") dt
1 o (o) f = a(dpwdow (E 4 2 (t ¢). uhow). ol

2 (t) —S fe(t = a(f, ) {tow) £ wd(f). w)du  est continue et o (1) =K.

(1
T, G T .
L’équation (*) est linéaire du premier ordre ct done
]

A1y =3 (4) cxpg o (u) du =

i
! ! a

—+ S{j(U-!—oc (0. w)ow (00 w) wh— f [0, 2 (0, w), ull CX]){ g?(“)d"} di

fe t

13 FONCTIONS 3-OSCILLANTES o
t 0
i g 2 (00 ) S0+ 2 (0, w) v (0 = (0, u). ), i) cx]){ —S o (u) (fu} dll.

La solution @ (f. £) est bornée ¢t en utilisant e lemme de Demidoviteh

pour 7= x{f". u) il résulte qu’il existe £, arbitrairement grand, tel que

2wy —a (e, )| = (T, u) (fa — )} < spsiow < ut(ed) Puisque I

colution @ (¢, u) est continue, il vésulte que | (& + (fo, ) —a{te, g)| <

< <f3. Fixons f et choisissons f,> 1 et g convenablement de maniere que

2 {0 u) < ;EP K. ot 8 e[tt,] oo [f(ten) <P Alors on aura

Alf)| < 2 + -2 [1 — eftt=t § L S [1—eft=30 ] <c ¢t done [A(f)|<e S1 gt <ty

: : 3

. DT ey N

= (@2 4 @) |sin— = 4 2. Dans ce
oL

A titre d’exemple soit f(t, @, u)

1 . Do (f
eas on a a(f w)=— In (¢¥ 4 2hmu) — 1 ct IIIIIM = 0.

iJ_e L0 At
On observe que, dans le cas de Péquation = f(t,2). 5Tl cxiste
. Ja (i, ¢ . X
2 (f,2) > § telle que lim ek \E ) 0. alors loute solution de eette cqua-
22 ol

fion qui est bornée cst S-oseillante Malheurcuseneni nous navons pa
frouvé un exemple de ce type. sauf les fonetion presque-périodiques. Des
difficultés apparaissent puisque ¢n wénéral une fonetion 3-oscillante nest
pas ¢galement §-oscillante avee sa dérivée,

6. Quelques considérations finales. La notion de fonetion 3-oscil-
fante sl trés générale et une ¢tude glohale est difficile. Pour faciliter le
travail avee ce type de fonctions, on peut utiliser des ensembles particu-
liers. Par exemple, on peut prendre Fensemble de fonetions presque-pério-
diques. en remplaganl Targument par des fonctions réelies a valeurs réel-
les, non-bornédes ¢t d’introduire des < presque-périodes cn dépendant de la
variable £. Evidemment. des difficultés apparaissent. mais étant donde la
multitude des phénoménes oscillants rencontrés dans la nature qui ne peu-
vent pas étre déerits par les fonctions presque-périodiques, Ueffort mérite
d’étre fait.

Nous avons considéré seulement le cas des fonctions §-oscillantes a
420, mais sans des difficultés on peut définir la notion de lonction 3-oseil-
lante & —so, ou de fonetion 3-oscillante dans un point {, € K. Par exemple,
on dit que la fonction f: B — R est S-oscillante 4 —o2, s1 Vi € R et e > 0,
il existe ¢ (f,e) £ <3, § <0, lel que [f{#+ 1) — f(t)! <. On peut
dire q’une fonction est 3-oscillante suv R, si clle est 3-oscillante & oo et
4 —o. On appellera unc fonction 3-oscillantc en fy & R, si ve > 0, il
e\;{ii‘;tc une suite {£,} = R, convergentle i —w, telle que 1t + ) —flt<e

neN,
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SUBDIFFERENTIALS OF COMPOSED FUNCTTONS AND
APPLICATIONS IN OPTIMAL CONTROL

13%

DAN TIBA

{. Introduction and main results. Let 17 be a reflexive Banach space
with dual 17, The norms in 17 V7 will be denoted by ||/ [ " and the
duality between and 17 by (L)

let o: o | — 20, ——20| he a convex. lower semicontinuous, proper
funclion.

We suppose familinvity with the definitions and hasic results in theory
of ronvex Lunctions defined on infinite dimensional spaces. However,  Tor
easy references we remember some faets about subdiflferentials.

We denote by @ () the set of all = = 17 such thal
s (v} = oly) - . 2l Yy e b

A

and we call it Lhe subdifferential of o al .
For every o € V¥, oo (@) is a closed convex subset (possibly empty)

of V.

Now. let .4 V= 1V be a linear bounded operatorand 1" its adjoint
vperator. Consider The composed napping W lF= | —o0, 4] given by
(1.1} B () = o {da), Ya = F,

Function y is convex, lower semicontinnous, proper if
(1.2) RiHnDom 5 # D,

The main result of this paper may be stated as follows .

Theorem 1. .Issume V can be decomposed into the divect sum of s
subspaces:
V=118 Iy,
sueh Hiat
(1.3 R{.)nint ¥V, [Dom 3 n

(1.1) AV VSV

1] # @

has bounded inverse. Then we have the formula :

(L.5) gy () = A*ed (), v € V.



