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1. Soient A une algebre de Banach avec unité e, G(4) I'ensemble

a,a, .
), — — — une fraction

El
etetet ...

continuc non commutative et fga'p, b (cn supposant ¢, inversible pour n

assez grand) la suite des réduites [2].
Les théoremes 1, 3, 4, démontrés ici,
sésultats de von Koch [5] et Van Vieck [8) pour les fr

complexes, e
Théoréme V. Si A est une algébre de Banach avec unité e ety i

n=13

on a - (i) les suites {pat et {q. ), définies par les relations de  récurrence

des ¢léments inversibles de A. a,& A (n=1, 2. 3. ...

sonl des généralisations des
actions continues

[| < o0,

() pe=Py T UnPlpoos o = Hn2 - ez Pr= P f=¢ G =¢ + du

sont canvergentes vers les éléments p el qde
(i) de plus, si g =G (), Uensemble des Héments inversibles de

fraction continie non connmutative LCWLL . converge vers Pélément q7'p.
¢+ e+ e '
Démonstration. (1) En vertu de (1) on a
lgll €1+ Hal gl < ilall +1gall € {1+ [lal) agli +
14 el =0+ lal 1+ lal
¢t. par induction,
lgnll < (1 Ranl) (04 ai) (1l -

A, alors lu

o o
Le produit infini [T (1 + liax I} est convergent parce que la séric Y |l aa I
nel fan 2

est convergente par hypothose. Done, pour tout n, gl = 6 ol ¢ -

I (1 -+ laa )

iy o-
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On obtient aussi

I LU/ P -+ Fo1 = dptl, a -+ oy g fn o — Qs -1

S t Guon - g + ., ¢
cl, en conséquence, on déduit g, ,

T e =g Grap oo+ Unam—1 Quimeg +
e T g gy, eh

I Tniwm — T ” < ¢ ( ” oy || - || yin ” T e ” LT ” )

Parce que la série Y lfa. | est convergente, {
M=
comme Palgébre de Banach 1 avee unité est compléte par rapport 4 la to-
pologic métrique induite par la norme, il suit que la suite {4} converge
vers un ¢lément ¢ € U,
De la méme maniére on peat démontrer
vers un dément p = .
(ii) on sait (cf 1)) que, si Tn— q ct g= G (1), alors on a ¢, = G(d)
pour n asscz grand ct g,' - ¢71. Done la suite dos réduites ¢71 p, converge
vers ¢t p parce que le produil est continu, ¢’est-a-dire que

gn} cst une suite de Cauchy et

que la suite { p, ¢ converge

Hﬁﬁ%mﬂ”p=—H¢Wm-ﬂﬁ4(ﬁ‘—qﬂpF(ﬁ‘
<lg  Wlpe —p -+l p gt g7+ gt —

si H— o0,

_q_]) (pn _P) ” €
470 pn —pil=o0
2. Considérons d'abord une proposition utile
Proposition. Soient Bi Bae Bue Ldes
tels que VB <l(n=1 23,
1

O <1(n =1.2.3,..) e

sur les nombre réels,

nombres  réels  non néguatifs

o) Mors doeadste des nombres o, tels que

- 3,

BI = . r?’u (1 = 3!,,_1)3".” (” =12, "‘)‘
Parce que 8, = 0 (n — 1, 2.3, )l st que 0 € 8, < 1. Done 2, =8,
a la propriété denandde, SUpposons que o, ... . x, ont &té déterminés, Alors

Bror <1 — By —B... —8, =1 2 — {1 — o) x, — (v —ey)oy —~ ...

— (I =2 )i e (P —=)(1 - %y) (1 — )%y — ... — (1 - pea) 2y €
(1 —a,) —(1 2) % — {1 —u)a, ... — (0 — 2o =(1 — ) (1 —
'3‘3) — (1 — 2y) ¥, - (1 — %y 1}71-5---"—_(] _95.'.-“-)(] - % q) —

(l — 2 ) xy < {1 “pa) = (1 — 2} o, =(1 — ) (1 %) €1 — .
Done 8,., <1
que 0 g 2,0, < 1

induction.

Dans une note précedente [2] nous

2 ctoen conséquence. il existe un nombre 2,

. tel
1
el B, = (1 2) 2 L proposition

stensuit par

avons démontré le:
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0 N () £ % < |
] l { { ”I f’i [ {LH L l (aeee ”il’ £ = n
[ wE MR _r. H [ 1‘ et il 4

Théoréme 2. . 2. 3.4, ) alors

. =N N
on 0 < oo, = 1 (o Lo2oBe e (

. g

i [a fraction conlinue non commutati

i . |

| e (1 — 1) oata (1 — % 1) Lpila
-1 -—__-—————-—-— v W=l T T

. ; ; t

(=} ¢ - T S

; ers i l’.:]éHH.’H!-
: i N i I 2. 'i; .--) I(-’
sl H“'f()?'llh’:ﬂh"')” ('f}]."('('.i'_'lf’)f[(' ‘U(N(r || Iy < 1in s
£ § 4 »
|]‘ i- /l : i .’ . (.()??ti
{]1) {es vatlenrs e la f?h'( (L1 I

g S Pindoalile
Censemble défini par Tinéda

i tennenl
wie (2) ol ses réduites appartiennen

1
IR
(3] 1 =
ait 5 est la somme de la sére
. Xy Ha . Ay )
] " — % 1 2
(+) Sl — 1

] e (2) pour
rae ontinue (2
Roeto=1ouc=ow;lavaeurd la fraction continue (2) ]
6 = =
giee o= { 3 5
? —e(n oz 2). est (1 —'l,'o)‘(. e (2)
.'r'") les wvalenrs de la fraction coh l;{[ ¢ (2
i) e : TR i
l(rum-i a Uensemble défini par Pincgali

(5) e —ali < (1

ol de ses réduites appuartiennent

23} ||l
3
‘it nment le:

en déduit notanu -
o Théoréme 3. Si 1 cst une (:vlgabr;

ed{n=123..) ¢t la série
Th = L = -
r-r:ntimr(’ non conrmutalive

1t < 1,
de Banach avee unité ¢, 0 < o I
) st convergente, alors la  fraction

¢ it (1 — )z () — Ap) ity
b o - e e -

[
5 ers  wn elé-
, i convergente pour lanll €1 {(n = ]2 Z;I.J(‘j(.,)”rl;‘ .
. ; imenl © : ; YT el sa valewr:
. u.mform; ”Eun‘normc de sa valenr ne dépasse pes G
ment y = A,

=1,2,3,..) esl ce. o
R ke 4 me
;')S?monst:'at’ion. Conformément. au théore

existe y = (e + @) ct il suit ] .

HyH=-W+mP”$1—HmH€1_(1“1)

2. ol <1 ct alors il

<

2 ln deuxiéme partie de

. o1
lc} == G{.

g

p e(n =1,2,3, ...} conformément
our r, = — 1, 2,3, °
Fassertion (1) du théoreme =, on

i 1
== (3"—(] ——|¢
o .

-1

¢ age (1= ) 2%a€ (1 %2) 48

prEa o= £— .
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3. Théoréme 4. &y
(n =2

-y

I est p

: Loest une algébre de

3, )(l(’s‘ e geore de Banach avee i
wo) des elements donnds ' ; O WG =

8 qut Sabis it . ‘s (ly A

q sfont ane thégalites

Z.:”x 1 B

J ] <1 (” =1, ¥,

),

alors action contl
la fraction continue non connnutatice

(5) i (.
t edoe+ e b o
est convergente vers wun éldment v =

Démonstrati )
stration., Ikn en
: by ; iplovant Ia condili
montrée P 3 a condition (7Y et L :
- ann p]cul.l(‘mnc de = oy, dy,, —= (1 le (:g et 1.1( propositon é-
s & &y <1 et 14 i —%pa) X, (= 1,2. 8
UICII]C]][S - . | = 1{n ]’ 2.8..0. D R P o=y P2 ).
& C Sl F . : o le one, s .
est C()n\-ertten)t?:_\l }mls alors il existe #, € N tel f]u’c o: m:) nu] LR
4 . La convergence de la et » =0 et la séric (4
quence du théoreme ¢ sl de la Iraction conti : )
) héoreme 3. Si ay # 0 (n =2, 8 4 m)uc (3_) Ctbt une consde-
“x th b, )y SOICNT o, =1
Aarl — -_—

Y flacl (n

benin

0,1, 2. 3 D 5
) tels quf,()s._scl<1,0<o:,,<](n=o-3; )

[ de (7) il suit 0 < .
LA, = 1-— | N
k§:| al <1 et

0 = %y, = 1 . =
{; oy
=1, 2,..) “;1 | @t < 1 (n=

A&IOI'S

(1 —a) agy, —(El a )(1 —jlgua* n] =@y || +

N ( i : .
! a.l‘ || )( ] —_— a
et, en conséquence, k-¥+1 el

kamn 2
9
(9) (I 2o > flaoll, (1 —a,) apyy > | Gl (=1, 2, 3...)

Done, si
1 0
» n I)OSC (,rn 1 = (]

on a: “%n) Ang1 Lpay (n =1,2,3

s -.): en vertu de (9)

H [44 — .
 u | el =0 = o) s ff = (1 — ) oy 2] € (1 — 1)
i = 1 — . ]
0 el fl ) ) %) Fna@uin || = (1 — 2,) s || @i || < (1 —x,)
o SUI_II:)IPII‘I(]‘U’C.” B <1 fap )l S V(e =2, 3, 4 '
1 =0, la série (4) converge ct a la somme 5 . )

réme 3 on obti
1ent que la fracti .
ment o = A, ue la fraction continue (

Zni1y

4“ H
A 'tL En appliquant le théo®
st convergente vers un ¢lé-

Si S ,
1 ey > 0, conformément au thé

co . e ore 2 1a fract: .
nvergente vers un élément o e reme 2, la fraction continuc (8) est

Remargue. Dans la cas particulier 4 = € le théoreme 3 est un résultat
de Van Vleck [3]et le théortme 4 généralise une forme perfectionnée
J'un résultat de von Koch [+]. duca Denn is et Wall [6).

4. Théoréme 5. Si .1 est une algébre de Banach avee wnité el division
(G LA)= A—{0Y), 0<x, <] (n — 1,2.3, ..} cf la série (1) est divergente.
dlors la fraction continue (0} est convergenle pour N, € V{n =1 2.3 )
aver la condition que a, # — ¢ aw oINS PouT une valeur de n.

Soient &'y, s ... de o ct la, | €1 (n 1,4, 3, ...} pour lesquels (6}
st divergente. Paree quc (2) converge vers iy et 1y, || € 1 parsuite du
theoreme 2. 1 étant une algébre de Banach avec unilé et division. il suit que
o ay =0 ety en conséquence. @jn = — 6
Comme on a [l < Tylst alors it faut avoir aussi 1<, | 74 1l

P e 1 et Bl =1 implique ] =5
(i il=1. Onafnll=1=y = Kn offet, soient [y}l =1 et 2, une
aite convergente a1, 0 < 8, < 1. De(5) 1l suit que pour tout By, on a
| Bat — M < 1~— 8,, mats 1 — By € g — i [, done | B — i1 I =
—1 — B, Parla continuité de la norme ona le— i il = lim || Bee — il =
=1lim (1 —Ba) =0 LERE

n—+

Done [[¢ —y ] =0 ¢t en conséquence, I
=¢= |l =1 est évidente. De vy = —e¢ et i
K répétant le raisonnement précédent pour y, on déduit @y,
ainsi de suite. Done ona by (n =1, 2, 3, ..)

Tl résulte immédiatement le

Théoreme 6. Si A est une algebre de Buanuch avee unité et division et
D<a,<1ouwl<as 1(n =1,2 3 ..) alors la fraction continue (6)
est uniformément convergente pour | & < gl €1 (=2 3,..00¢< e

Les théoremes 3 et 6 généralisent deux résultats de Paydon et
wall [7)

aone

= ¢, La réeiproque, ¥y =
—=e¢ il suit @, = — ¢
-¢ ¢l

= —¢
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