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QUELQUES PROBLEMIEES CONCERNANT LES INTEGRALES
RELATIVEMENT INVARIANTES SUR UN ANNEAU TOPOLOGIQUE
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Hommage au Prof. 1LIE PO, @ Poecasion de son soiranle-diziime anniversaire.

Soient (o, -=. X. =} un anncau topologique ct p une intégrale de Haar
sur le groupe localement compact (1, 4, 7). On suppose que A est un anneau
, unit¢ ct que Uensemble A7 des ¢léments inversibles de A* est % - ouvert.
Duns les conditions mentionnées, on peut construire une intégrale positive,
4, invariante a ganche sur le groupe localement compact (A%, X, )3 =7
Junific la topologie induite par <. sur A%

T Smith a considéré unc telle intégrale (voir [3]); il n'est pas
ditticile a voir que Pidée fondamentale ot le proeédé de travail utilisés par
lui sont justilids par quelques ésultats de la théorie générale des intégrales
relativement invariantes et par certains problemes conerets (voir, par excm-
ple. le probleme quion trouve en (2] pp. 70).

In ce qui suit, nous allons éludier, quelques aspeets de I'intéprale
4, . La terminologie et les notations sont celles utilisées en {1]. D’abord,
quelques préeisions -

§1. Soit ¢ # 0 unc intégrale e Haar sur le groupe localement
compaect (1o .7 alors, si feX () et t & A%, la fonction f: 4 — R
détinie par la rclation (1) () =f(t ), v =d, ost continue i support
compact. £f € X {1}, done, il existe Pintégrale de ectte fonetion par rapport

a ;L,\ () () dy (). L application ve: X () —» R, définic par la formule
-'I
wtn={ e e, S XD
A
est, évidemment, unc intégrale de Haar sur <, et commec conséguencee
du théoreme deunicité, (voir [2], pp 63), il résulte qu’il existe un élément
Au. t) € R, tel que
vy = A ('tl, t} .

1l est tout a fait évident que I'application
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foo Afu.d), £ &= 17

est un homomorphisme conttnn défint sur le groupe waltiplicatit loea-

lement compact (.I°, <, <) & valeurs dans e groupe mualtiplicatif localement,

compact (B, ©, ). (= est la trace, sur R}, de'la topologic usuclle, <, , sur £.

Pour fixer les idées, appelons cctte fonction A (g,7) le w - module

sur A7,

Sifod"— R oest unc fonction continne & support compact, done,

S e X (A7), alovs, on a fla(p,) = X (%) vu que A" € =, on peat prolon-

ger ectte fonction 4 une (onction g, : L — R, g, € X (). En cffet, Pappli-
cation g, définic par

A*

S(@)

A(p. 2y

e
g () =

O @ e A ot

répond & la question. On introduit ensuite, la transformation v
donnée par la relation

v (f) = 1 (g)) = Sg, (¥)dwlw)y, fe X (4,

4

I I:."l’-j vk If

et on prouve, sans difficulté, que v, est une intégrale de Haar invariante a
gauche sur le groupe multipheaiif locnlement compact (17, v, 7).

Remarques 1. Kn partant d'unc intégrale de Haar, u, sur fe groupe
additif localement compact (.f, =, <) on peut consiruire, de la méme mani-
ere, une intégrale positive invariante i dvoite sur (4%, x, =%).

2. Dans le cas ot 4 = 2 (£) est le sroupe des transformations linéai-
res sur un espacc linéaire. k. a dimension finie, 4* =g L(£) = £ (E)
est le groupe multiplicatif des transformations inversibles. = est la topologie
naturelle sur £ (£) — donc, une topologic d’espace localement compact —
el p est unc intégrale de Haar sur £ (£), alors, la function g - module
A(p, ) est délinie par ta formule A {u, 7) = | det (T)» T =48 (£). H faut
souligner que dans ce cas W, 'intégrale positive v, ost, nussi, invariante j
droite.

Un auire exemple —si w indique Pintégrale de Lebisgue sur le groupe
additif localement compact (R, -}, =), alors, la fonclion g - module est
définie par la relation

Afu, t) =5, t= R —~{0}.

8. Si it est une intégrale de IHaar sur le groupe topologique (4, 4, <),
dong, clle est une intégrale positive sur Pespace localement compact (4, <),
alors, sa restriclion, v, & Uespace (1%, %) est, aussi, une intégrale positive ;
de plus, v est ¢gale & I'intégrale relativement invariante déterminée par v,
et par 'homomorphisme continun A (u,.), ¢t on a '

Afu,.),

ot AY indique le module & gauche de Pintégrale y.

AY =

h
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1 ' isfait @ rtaines
§2. Dans le cas ol la fonction - 1nodulcl‘_5¢fttlxsfallz i c{:l aines
N - H by < & . W N s SoTa . h t
it ¢ ares d eprésenter  Lintegre "
‘ , supplémentaires, on peut 1
onditions supy . . o
C{‘ m produt homomorphigue = notamiment, on ‘ et
ah Théore 1. Spient (A, ==, X, 7) wr annead topologzquel nea “I |
woreme 1. Soient (o -0 Xo 7 LLTy gique Iocalemon!
ppatet of woune inféarale de Haar sur (A, 4=, 7). ;‘Tmppojon{.s lzu(‘;ogpi);i il
ﬁ-"_"L} ) st une application surjective ot onverte; ulors, q”’t"slélg " ) i
: le:’ intégrale positive invariante a gawuche sur !e noya 2 d( ’ }m{n;o;n,orphi'quc
o ;'ntﬁl;rah' de Haar sur R, Uintégrale v, est égale au proditd
e integrate di Lol o
:{c\ 4, et Ba, oun facteur constant pres.
Démonstration. Pour toute f e XA,
définic par la formule

hy{a)= Sf(;z:y) dé,(y), v €4

N

chaque ¢lément de Pensemble quotient A*/N, donc, il
R, el unc scule, de sorte que

Fapplication  fy 4 = R

(1)

est constante sur .
existe une fonction /.- R, —

o3 (g @) = (T Co) By e = A

N
- Du fait que f = X (A7) et supp he = A (w, supp f), il s*uit que h, E'I (:i),l)‘
| On prouve, sans diffieulté, que lapplication b (4 - B donnée par I

relation

@) () =Rha(:> 48, (3), f = K (47,

"
!‘.l.

o i -‘ G intégrale
sl une intéeraie positive sur A7 invariante a ga.uchc(,1 F(:'ttfé 1121]‘3?; ‘:5
représente ;-‘.1' definition, le produit homomorphique des 1NTEZTE 1

inte iHive invarante & gauche sur A
et 5. Vuque v, est aussi une intégrale positive m andnfc(,td: gc}itg(;llctlc HT‘;
L T i B . iy Tt I oLl W i 4l
et comple tenu du théoreme dmmcntc.conccrnant le:sl m (l:ﬁ;g > exute
sur un groupe localement compact, (voir {2], pp- 63), 1l rés
un nombre ¢ (B, Po) € R tel que
{4) v, = ¢ (B B) W3

ainsi. te théoreme 1 est complétement démontre.
>

Le groupe additif localement q?mllaimtx (A’,)
mais, en général, le groupe }nultlphc\at? (« 2 r,cirle
alors, on pose, d’unc maniere to_u!: a fart nalu i , D e
I'aide des éléments qui font la liaison entre les deux d11)1 }airé
suffisantes pour que le groupe A* soit, aussi, unimo .
une réponse dans le o . | )

T‘;léoréme 2. I notantloujours par p une intégrale de-H aar .iz:lr (;;‘,ge—i;“;?),:
A(u,-) la fonction @ - module, et N le noyau de A(w,), on sup}

L, <) est uni1110(1u1_a1,'11"(:,
w’a pas cette propric te ;
le probleme d’établir, a
des conditions
On en donne
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a) Uapplication A (w.-) est surjective el ouverte.

by les awtomorphismes intéricurs de Pespace N sont unimodidaires
alors, le groupe (L17, X, =7) est wnimodidaire. '

Démonstration. Sur le groupe multiplicatif. invariant ¢ fermdé N, op
considire la topologic 77 induite par —. Si B, cst une intégrale de Haar inva.
riante a gauche sur N, B, est une intégrale de Iaar sur le groupe K, et
v, indique Fintégrale invariante & gauche construtte sur A7, en partant
de Pintégrale w sur J, alors il existe ¢ (B,. B:) = R, de sorle que

(+) vu=1¢ (B By

ol y est le produit homomorphique de 3, et 8.; done, b est une intégrale
positive. invariante & gauche sur (A% X, %), {voir le théoréme 1) Pour
chaque f & Z (.1") ¢t chaque s € 4% on a

§ () @) g (o) = (1) () 432 ()

- E

I'application (hs), : B, — R satisfait & la condition (2), done:

e A"

(As)e [A (w, @) | = g (fs) (vy) 4By (y),

N

Du fait que N est un sous-groupe de 1" satisfaisant aux conditions
mentionnées, il résulte

A (=24 (), t = N,

Soient ¢ € A" et as: N - N un automorphisme intérieur, a,(y) =
=sys™', y = N, alors 1] existe un nombre 8%(as) € R} tel que

(© \ e () 18 () = " (@) {7 dptar,

) .

(voir [2], pp. 83). Des relations (2) ct (6) et en raison de l'invariance & droite
de Pintégrale P,, on obtient :

(hs)s [A (1, @) ]"‘S(fé‘) (xy) dBy (y) ——-gf(wS" sys™) dB, (1) =
(7) ¥
= 8 (a') | S (72 dBy () = 8% (ar) b (A, ) A7)

et

l

[
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Ainsi,
i )
et

{10)

Aais.

condition (b))
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aus relations
v \ &y g & AT
) () d () = 3% (@) (S y b s

i

e

on arrive
4

v -1
A ()= 8" {5 ). |
r se N, ) =1 (¢'est

soit
ee qu
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