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On connait. bien importance des projecteurs dans Palgehre linéaire
et Panalyse fonctionnelle, ainsi que leur liaison avee les décompositions
des espaces lindaires cn sommc directe Je sous-espaces linéaires.

11 déeoule avee exactitude, des travaux [1], 2] de R, Miron, respecti-
vement R. Miron et F. Rado, Ja signification des propri¢tés de commutativité
de addition ¢t de 1o = dans la ddfinition de da notion d’espace linéaire.
Dans cette idée, nots nous proposons  de voir dans cette note, quiest ce
que devient la théorie des décompositions en somme directe de sous-cspaces
Jinéaires dans les espaces linéaires non-commutafifs ct sans la propriété
r = 2.

Quelques  définitions et propri¢iés géndrales. On appelle presque-
espaces linéaire. (p.c.l.ysur L' ot I' est le corps réel ou complexe, un cnsenible
non-vide X, dans lequel les deux opérations daddition ct de multiplication
par les scalaires, catisfont & Faxiomatique des espaces linéaires, avec éven-
tucllement en moins les axiomes de la commuiativité de I’'addition et 1z = @.

U'n sous-cnsemble X non-vide dun p.ed. est presque sous cspace
lindaire. (p.s.c.l) ssi X X,c X et X, = Yo On dit que les psel. X, et
X, de X réalisent une déeomposition cn somme semi-directe

m X=X,@X.
si tout élément @ & X $'éerit de manigre unique

(2) L =t
avee a; = X, 1w € X.. I n'est pas difficile de montrer guc Pintersection
de X, et X, se véduit @ £0}. On garde les définitions usuelles pour les opé-
rations lingaires et pour les projectenrs. Un projecteur P osur le pel X
posstde la propric¢té de lincarité et la propricté 7 - P. Daprés [1], dans
un p.e.l. ont licu Jes regles de caleul

g (v — )= w2y g m= 02 3z (@) == (22}, (2 — B)a=
ox — Ba; b =0; (-2~ (zr): —fe+y)=—¥ %
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Théoréme 1. Si P est un projectewr sur le p.ed. X, alors Ker P et Im P
sont des p.s.eld. et Pon a la décomposition en somme semi-directe

{3) X =Ker P@Im P

Im P est formé des éléments x pour lesquels Pa = ». Ker P est diviseur nor-
mal. La décomposition (3) est commutative ssi lm P est divisenr noymal.
Démonstration. Fo général, si T: X = X est une application linéaire,

Ker T' et Im 7' sont des ps.e.l. tel qu’il vésulte des relations : 7' (@ — y)
=Tae =Ty et TOx)y=12Ta. Im P={a: Pr—a) en suivant la dé-
monstration classique. La décomposition (3) se déduit de o = (0 — Pur)
+— Px et de ce que, si @ = a, + @, alors nécessairement £y = Paoet o,

¥ — Pa. Ker T est diviseur normal pour toute application linéaire 7" :
X = X, Soit maintenant Im P diviseur normal. Pour tout » & X il existe
donc v & Im P, tel que @ 4 Pr — 2 = u: en appliquant £, on  obtient
Py = Pr, ce qui montre que # —z = u = Ker P. Done @ — u = 1. et
Funicité de la décomposition implique Pu: Tégalit¢é v Por — o
= Préquivaut & : (@ — Po) + Po = Por + (¢ — Pr) el la décomposition
{3) en somme semi-direete est commuialive. Réciproquement. si la décom-
position (3) est commutative, alors pour # = X et ¢ & Im P on obtient
successivement

.l\l I ] r .
ol -

Ty " Sy =N — oy wo=Im P

done Tm P2 est divisenr normal.

Théoréme 2. 57 les pos.ed. X, X, réalisent une décom position en somme
semi-directe de X, ol X\ est un diviseur normal. alors il existe un projectenr
unique P, fel que :

(4) X,

Démonstration. Soit » = v, = 2, Ia  décompasition d’'un  ¢élément
queleconque #€X el définissons la projection P par Pr—.r, Le scul fait
qui_differe dans la démonstration de la démonstration classique est eclui
de Ja linéarité de P. Maisde v = 2, + va. iy = ¥, -+ ys, HOUS Avons @ + y ==
(@3 4 @o) 4 (4, + y2) = (v - y)) + (. y.) o0y = X,. & cause du
fait que X, est un diviscur normal.

Théoréme 3. Si T : X - X est une application linéaire (homomorphis-
me), alors X | gorr est p.el. et il existe une seule application lindaire injec-
tive U, telle que le diagramme

Ker P, Xy = Im P,

‘Y""—';: X

Y »|

i U
|Ker T

soit commutatif, ot p indigue Uapplication canonigque.
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