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(1.26.1) w é—lz Coopp + D(w.v)p,
¢

with Coo o constant, » by » matrix and D (s, ©) a »* by »n* matrix with
D(0,0) =0 (secc Hartman [12]. chapter 1V, §10). Turthermore, it
no two cigenvalues of .4, differ by a positive integer. then no cigenvalye
of Cy is a positive integer. Thus, by the above Corollary 2. there are
many lincarly independent solutions of (1.26.1) — (1.27.1) (where (L.27.)y
1s the corresponding .rearranged” svstem of (1.27)) as the dimension of
ker Coo. Morcover. any pa, = ker C,, vields a solution p of (1.26.1) — (1.27.1)
holomotphie at p(0.0) — poa. From the definition of Cyy and p. the p corres,
ponding to P = [ is in ker Co.. Thus (1.26) — (1.27) has a solution Plu, v)
analytic at (0,0), and such that P (0,0)=1. Q.L.D.
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SUR LES SOLUTIONS PERIODIQUES ETPRESQUE-PERIODIQUES
DES SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON-LINEAT-
RES DU PREMIER ORDRE

PAR

CONSTANTIN SIMIRAD

Nous allons considérer le systéme non-linéaire :

(l) s’l‘fl =f| (t’ Ty 1eae slg )y T =1,

ol les fonctionsf; (f, z) sont définies sur B x €, Q2 étant un ensemble convexe
dans I’espace R”. Dans la suite nous allons supposer que les fonctions f; (¢, r)
sont 4 valeurs réelles.

Théoréme 1. Si: .

1° les fonctions fi (1, x) sont définies et continues sur R x £,

2° % (1, ) sont définies et continues sur B x Q et de plus, supposons

Ty
qu'il exisle une matrice de fonctions intégrables ¥ (1) = ({i; (1))s telle que

< 4}“ (t)l V'iﬁl-'j el %(t; w) < (I)“ (t), i:j = I; 2|.ug 1,
{

8. lim inf{exp S' [4(s) + als)] ds} =0, on
e ]

- -

A {s) =m?.x Y, duy(s)s a(s} = max $o (8),
iad U

alors le systdme (1) ne peul avoir gu'une seule solution bornée.
Démonstration. Supposons le contraire, e.a.d. que le systeme (1) a
deux solutions bornées, disons z (t) et z (f). Posons u, (t) = ¢ (t)— 3z (1),

lors
2) u () =Y, hy (), () § = Luyn,
jw=l

l »
k(£ 2R gf-'-(t,m () ds, ©(s) =z1)+s u(t), ce qui résulte du
. Yo 8o,
mme d’Hadamard. Evidemment, &, (¢) sont des fonctions continues et
alhy ()] < Gy (8 Vitjet h(t) < $u(t)s &5j = L. _
_En considérant i fixé dans le systéme (2) nous obtenons une équation
re et sa solution sera:
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—

@ wO=ut) oxp| he@ast | | 5o @0 cp{he as

wio Jolb f=1
Sni
et les majorations usuclles, nous conduisent & I'inégalité:
4 l "
(4)  Twc (@) < v (tn)'expﬂ h..(a)da+§ Y; Hhe (6) 1| u£0) |
- o

o Li=1
S

i
exp Rhu )] dl} d0.
.8
Posons k(1) = max bk, (8), H(t) —-m?x Zj:h‘, (1) | et en sommant les
4 it

inégalités (4), lorsque ¢ = I,...,n et compte tenu du fait que:
ful =u] + ... + |uals il résulte:

®  leoisiue e poa+ |

oo to

[uu(e) | H (6) exp

{ h(s)ds]dﬁ.

to
Multiplions {5) par exp g h (&) ds ; on obitent
ol

& t to

Hu(t)!lexpg hsyds < llu ()|l + g []iu(ﬂ) || H (6) exp‘ h(s)ds ]dﬂ'
] .0

et du lemme de Gronwall il résulte :

(6) tu@<tuElop| [HE@ +he6 )]s

W d0

Soit t & R, puisque H (s) <4 (s), 5 (s) < a (s) et || u (2,) [| étant bornée
de (6) et de I’hypothése 8°, il résulte que [|» (¢) | =0, c’est & dire (f)
= I (t}n Vie R,

Théoréeme 2. Si:

1°. les fonctions f, (I, ) définies et continues sur R X Q sont presg
périodigues de t, uniformément par rapport & la variable 2 = Q,

2°, j—ﬂ (2, x) sont continues sur B X Q et de plus il existe une matrice

2, :
Sonctions intégrables W(t) = (Jyy (1): $oy: R— R, telle que % it )| < Pul
iy

V‘i#:j etgf (t. .1:) £ 41“ (t)u i'jr = Isu-n n
[}
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3°. le systéme (1) a une solution bornée et Udguation :
(7) y=[4t) +att))y+1

oit A (t), a(t) sont les fonctions précisées dans le théoréme 1, a une solution
ositive el bornée,

alors la solution bornée du systéme (1) scra la seule solution presque-
périodique du systéme (I).

Démonstration. Nous allons voir que les hypotheses du théoréme 2
impliquent les hypothéses du théoréme 1. Soit y (£) la solution positive
et bornée dc Déquation (7), ’est & dire 0 < yu) < M < 40, VI = R.
Compte tenu de la forme de la solution positive et bornée de I'équation
(7), nous aurons I'inégalité :

(8) S‘{cxpS;[Als)-}-a(s)]ds}dOgM.

-

Dc (8) il résulte:

(9) lim inf{ exp ‘; [A (s)-f-a(s)] ds} =0

ECREaS

et d’apres le théoréme 1, le systeme (1) ne peut avoir qu'une seule solution
bornée.

Supposons que x(f) est la solution bornée du systéme (1), c’est & dire
Jz ()| < N << +c0, YVt € B3 nous allons montrer qu'elle est presque-
périodique. Posons A, (f) = @; (¢ 4 =) — @ (1), olt T est une ¢/2nM presque-
période commune aux fonetions f; {¢, #). Du lemme d’Hadamard il résulte
le systeme :

(0) Ady) = ji}l e (A ) +filt+ valt+ ) —fi b2t + )

ot o) =\ it o) ds 0 le) =2 () + 540,
wy

+ 0

En considérant ¢ fixé, I'équation i-éme est lindaire et sa solution est:

1) A() =A ) exp | ouls) ds+

\ q= (0) A, (8) exp S;qm(s) dle a0+ H[f (04 2z (64 1) —

—fi (0,2 (0 + T))] exp R:qm (5) ds} s,

€ (11), par les majorations habituclles, on obtient I'inégalité :
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¢
1A 01 < 1808 Texp| g l9)ds +
<o
i n t
(12) +{[S 10 @i @1ep sumasjao+
RS ES .8

jwi

+ 2n—EM S:ocxp g do.

wd

i
o (s) ds

Posons ¢ {f} = max g (f), ¢ (f) = max Y [o24)]; en sommant les iné-
i J ixd

galités (12), lorsque i = 1...., n, il résulte :

a@i<nawiee| oeas+

(19) +{[ra@ie@en(owalaos

¢

0
t !
g [cxp ( q:(s)ds]d 6.
{o .0

E
Py,

to
Multiplions (18) par cxpg @ (s) ds ; compte tenu du fait que 'expression

S‘ loxp Rm o (s) ds ;

to 0 o .
| A{) |fexp SI e (s)ds < || A{te)ll expg D (s)ds +

» o
F&

!AUM.é'IA(a)chpgl[Q(s)%—@(sﬂds4—

N

]d 0 est dérivable, du lemme de Gronwall on obtient:

(14)

£
+2ﬂ[

et comme suite on deduit 'inégalité :

V@M@

W0

g:o{[ exPp R; ® (s) ds ]c):p

(15) , ,
\ toxp{ [0() + o)) s} d 0.

oo N

&
Yo

Evidemment, nous avons & (s} < 4 (s), ¢ (s) < @ (s) et par conséquent or
déduit : '

AW < AW exp | L4 () + a9 ds +

(16)

e [* ¢
+ = e (G{A(s) + a{s)] ds} 4 0.

alty -

‘
En choisissant ¢, de maniére que expg [A(s) + a(s)]ds < fN et compt

oo

T
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tent dc (8) nous aurons | A{4) |
este presque-périodique.
Remarque 1. Supposons qu'il existe les constantes €y = 0 of € <0,

< Ea

vie R.cest d dire la solution a(f)

d L Of,
telles quc-;,)*Jﬂ (t.a)] € Cys lorsque i357 et (—I‘» (t.¥) << €, ayant la pro-

oy O.r,-
Priété que m;lx Z Cy+ C=p < 0. Alors, d’apris le théoréme 2, il existe,
1)

'~ tout au plus une solution hornée du systéme (1) ct si cette solution existe.
elle est presque-périodique. Evidemment. nous avons supposé que les
gutres hypothéses du théoreme 2 sont vraies.

Iin effet. dans ce cas I'équation (7) aura la solution positive et bornée
yt) = — lp-

J. Massera [1) a montré le théoréme sutvant : supposons que le
| systime (1) satisfait aux conditions d’existenee et d'unicitd ct fi(f.r) sont c-
périodiques de 1, alors Uexistenee d’une solutton bornée & Pavenir. & (n — 1)
composantes w-périodiques. implique P'existence d’une vibration harmo-
pique pour le systtme (1)

Nous allons montrer un théoréme analoguc dans le cas presque-
périodique.

Théoréme 3. Si:

1° les fonctions fit.x) définies et continues dans Uespace (t.x) sont presque-
périodiques de touniformément par rapport a la variable 2.

2° le systéme (1) admet une solution bornée & Uavenir & (n — 1) compo-
santes presque-périodiques, disons ...,

g 0.

Z;

(t.x) sont définics ef continues dans le méme plan (L.x) et de

oo L 9,
lus il existe une fonction intégrable o : R — R, telle que f'-(t..z') = O(8),
ity

4° U'équation
7

y=9) y —1

une solution positive et bornée sur R,

rs la solution a.(t).....a.(t). dont il s'agit ci-dessus, est presque-périodique.
Démonstration. Dans la démonstration de ce théoréme nous allons

iliser un résultat concernant les équations différenticlles du premier ordre
oir [2]).

Soit 2(f) = (@:(f)s.....a2x(1)) Ja solution du systéme (1), bornée & P'avenir,
ant les composantes @a(f)......xa(t)s presque-périodiques. En employant

mémes notations et la méme technique utilisées dans la démonstration
théortme 2, on obticnt Péquation lindaire suivante:

) A= u(OA) + B, eulOAHA( + 5althD) —filbialt+ ).

Posons F(1;7) = 35 ou() A ) + /it + = alt + =) —filtalt + 7) et
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alors I'équation (18} déviendra : 2% le systéme (1) adinet une solution bornée & Uavenir, & {n—1) com-
_ posantes o-périodiques @ disons a.(f)......,a(1),

(19) AY) = on:(1) Ay(E) - F(t7) 5 oy ’ ‘ _ '

C . . o . 3% 7 (=) est continue duns Uespace (t.x) et de plus il existe une
avec un raisonnement similaire au cas des ¢quations différentielles dy da, e
premier ordre [2]. on aura |A,(f)| < ¢, YiER, c'est a dire la solution (1) e - o oh
est presque-périodique. . ‘ fonction intégrable o : R — R, telle que e (t:x) 2 o(t),

Si on suppose dans le théoréme 8 que la solution du systeme (1} est

! L
bornée dans le passé, ¢’est & dire sur ( — oo, ¢}, alors nous allons chercher | + élm inf. fexp Raq;(s)ds] 0 alors la solution est w-périodique.

i Démonstration. Nous allons garder les mémes notations utilisées dans
\ 1a démonstration du théoréme 4 ; ta méme technique nous conduit a Péqua-
tion :

B (21) Al(’) = ou(t) A1)

af; .
une fonction ¢ : B — I, tclle que _81;1 () € 4(f) et alors I'existence
ity

d’une solution positive ¢t bornée de Péquation y =y +1 impliquerg
la presque-périodicité de la solution du systeme (1).
Supposons que le systtme (1) est o-périodique ; alors nous pouvong
démontrer un théoréme analoguc au théoréme 2. '
Théoréme 4, S¢ ‘
1° les fonctions fi{f.x) définies ct continues sur B % Q sont 9
© - periodiques de 1, .

¢
ayant la solution A,(#) = A(¢,) cxpg o1(8)ds. Fixons t € R, ¢t choisissons
¢

i
t, = f. Puisque 2,,(f) > ${#). nous aurons 'inégalité :

(22) |Al(f') | S |Al(t(l) prg q)ll(s)d's-

W to

2° a_ﬂ (t.x) sont définies et continues sur B x Q et de plus, i
Z '

. . De I'hypothése 4° il résulte A, (¢ 0, ¢’est a4 dire la solution a
existe une maltrice de fonctions intégrables ‘W(t) = (vy(). buy: B — R, tel g (?) ' ire la solution (f) est

w-périodique.

of, ' .9 \ Remarque 2. On voit aisément qu’en supposant fi(t.2) définies
que 6_11, () | < (1) Vi eta_n:,. (ta) < b, et continues dans Pespace (f,2) pour montrer les théoremes 2 ct 4, il suffit

! de supposer que la solution du systeme (1) est bornée dans le passé, c’est
3° lim inf { expg [A(s) + a(s)]ds}z 0, A(s). a(s) étant les fonctio 8 dire sur [ —oo, £°].
+0

(R

antéricurement précisées, alors le systéme (1) o toul au plus une solution born

et st cetle solution existe, elle est w-périodique. BIBLIOGRAPHIE
Démonstration. 1¥apres le théoreme 1, le systéme (1) ne peut pas ay
wune solution bornée ; supposons qgu’clle existe. Posons = ¢ . sscra J. — i 2 riodic solutions of systems of differential equations.
qu luti b ‘s PP q ol te. P s At z(f + Masscra .J The existence of periodic solut f 1 f differential equati
T m({) ) Duke Mat. J. 17.1, 1950, p. 457—475.
). - Simirad C. — Sur les solutions périodiques el presque-périodiques des équations diffé-

La méme technique et les mémes notations qu’auparavant, nous n

rentielles du premier ordre. An. st. Univ., lasi. Tom 24, 8. 1 a, f, 1, 1978,
conduisent 4 l'inégalité suivante :

B 31 — 36,

¢ v - i .
(20) 1AW < A0 | expl [AG) + alo)lds T O etente. Spastates.
Jio ; Iagi, R. S. Roumaine
ct de 'hypothise, il résulte || A(t) | = 0, done la solution a(f) est - péE
diquec. _
Dans la suite, nous allons préciser des conditions dans lesquelles to
solution du systéme (1), bornée & (r —1) composantes « périodi
est « - périodique.
Théoréme 5. Si
1° les fonctions fi(t.x) définies el continues dans Uespace (L)

w-périodiques de i,
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