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SUR LES SURFACES DONT DEUX NORMALES OU DROITES
CANONIQUES PASSENT PAR UN POINT FIXE

TAR

FROIM MARCUS

1. k. Cech s’est propos¢ Pétude des surfaces dont une normale
ou unc droite eanonique passe par un point fixe, comme une généralisation

i la géométrie projective différenticlle d’une propriété de la sphére métrique.

11 & déterminé les éléments lindaires projectives des surfaces dont I'axe

de C c ¢ passe par un point fixe [1]. Cech a attiré I'attention sur ce

probleme 4 I. Kaucky qui a obtenu, dans un mémoire trés important
[2]. beaucoup de résultats importants. D’apres Kaucky, les surfaces
dont une normale qui n'est pas la directrice de Wilex ynaeski ou une
droite canonique. passe par un point fixe. se partagent en  deua espéces. Les
surfaces de premiére espice sont données par les solutions p = B(th v =u + v,
de l'équation

(1.1) 2(k+1) B + (B* —1) (B') + 2kB* B —8B* —ap® =

ot o= — 3 (1 -+ 22) , 55 —1/2, a est_une constante qu'on peut prendre
ale & zero ou doun et ) estle paramétre qui five la normale dune surface. (Voir
1]) On montre en [2] que si @ = 0, on peut, par une méthode de Cech, obte-
ir les équations finics de ces surfaces par des quadratures. Ces surfaces
nt la propriété qu'une famille de courbes de Darboux se compose de coni-
ues touchant une droite fixe dans un point fixe, Dans le cas a == 0, les
urfaces en question ont la propriété qu'une famille de courbes de Darboux
€ compose de coniques qui passent par deux points fixes.

Les surfaces de deuxiéme espéce sont-comne Ua démoniré J. Kaucky
1- les solutions du systéme

Buw = ¢BBe s Brr = PPy »
(k* =~ 1) (BBus — BuB.) + [ (K + 1) ¢* + ke — 3] p* = o,
€ est une racine de équation quadratique
) (£ -+ 1) (k4 8)e? + 4ke — 12 = 0.
Les systomes (A,) 4 (A.) ont été intégrés par Kaucky dans le cas

Teth:— 7 £ 0. Le cas h + I = 0, anquel correspond 'axe ou la normale
Cech a ¢té résolu par Cech [38].
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Nous avons démontré réecemment en [4] que conlrairement i la supp.
sition de Kaucky [2]. les solutions des systémes (,) -+ (A.) dans le cqy
kt — 1=k 0, qui sont données par les formules (128). page 28 de son mémoine
[2]. sont viriuelles. car sur les surfaces correspondantes. les normales ne passen;
pas par des points fives ct que les seules solutions aulres que § = const., sopg
celles données par la formule (125) page 27 de [2], qui peuvent élre réduites §

2 6
(1.2) B=——, (+=u+v), L=M=— .

cT cir?

Les surfaces correspondantes sont done de la premicre espece et on vérifie
que les solutions (1.2) satisfont. (1.1) avec e = 0.

En excluant la valeur k =—2/3, ¢’est-a-dire = —1/4, a laquelle eor.
respond la normale de Green, deux des normales de ces surfaces passent
par des points fizes.

2. Dans notre mémoire [5] nous avons complété les résultats de Ceely
et Kaucky, en démontrant entre autres les résultats suivants :

1. Chaque surface qui correspond a une solution § de Uéquation (1.1) eg
une surface de rolation projective.

2. Une telle surface peut admettre tout-au-plus dewx normales passant
par des poinis fizes.

Pour résoudre complétement P'étude des surfaces dont une normale

ou une droite canonique passe par un point fixe (probleme qui comme nous
I’'avons vuc a été poscée par 18, Cech), il reste encore & voir si outre les surfa-
ces {1.2) obtenucs par Kaucky, il existe d’autres dont deux normales
passent par des points fixes.

Le but de cette note est de montrer qu’ & une seule exception, les sur
faces (1.2} sont les seules dont deux normales passent par des points fixes.

3. La solution (1.2) a été obtenue par Kaucky en intégrant les systg
mes {4,) + (4,) dans le cas k* — 155 0. Nous monirerons qu’'on obtient
la méme solution si Uon suppose que Uéquation différentielle (1.1) est satisfa
pour dewa valeurs ks et ko de by by 55 by avee ey + ky 4 4 £ 0. '

En effet, soient i, et &, £y # k. deux valeurs de & pour lesquell_e_rs
I'équation (1.1) est satisfaite. Moycennant la substitution

5 i - dp
3.1 =p; B =pp.p =L,
(8.1) B P B pps p a6

on tire de {1.1)

2 (k + 1) pp + (B —1) 2 4 2k,8p — 38* —ap =0,
(3.2) pﬁ

2 (ky + 1) pp + (i3 —1)1;- 4 2kofp — 3BT — ap =0.

Par soustraction et en posant A = (&, -+ k)/2 il résulteﬁ 4+ Apip + B
qui donne par intégration .
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3.3) ) = CB_-“ — L 1

( i A+ 2

avee A + 2 # Q.

En introduisant (3.8) dans une des équations (3.2), par exemple
dans la premiére. on doit obtenir une identité. Par conséquent

B2 [C2 (1 4 Jy) () — 1 —24) ] +

+ B“"[zc (4 + 24k, —1 —-A:?)J
(3.4) o
VRE — 2k 3(1 — (- -
+ 82, Ak, +3(1 (A -+ 2)2) R
[ (4 4 2)2
On doit considérer tout d’abord lcs cas particuliers suivants :
l-er cas. I

On tire dans ce cas de (8.4)
(8.5) B —0 =0 C(1+K})+a=0; C:(k} —1) =0.
Par conséquent

(8.6) C=a=0;

et de by = F 8 et £y = —3(1 + 22) il résultera X, =1, A, =0 ou ré-
ciproquement, De (3.3) et (3.1) et sans diminuer la généralité, on aura

k1=i3’

(8.7) B =—f(¢=fa+v).

et sur la surface correspondante la normale projective de Fubini et 1a droite
eanonique ou la normale & = 1, passent par des points fixes.

2 éme cas A =1.

Dans cc cas on a

(3.8) a=C*(14+ k) CU3+ 25, +2) =0; ky(k, 4+ 2) =0.
De la deuxiéme ct troisieme condition il s’ensuit

(8.9) C=a=0;k(k +2) =o.

Le cas ', = 0 auquel correspond la normale de Wilezynski étant exclu, les
deux normales de la surface correspondant a la solution f =1/7qui passent
ar des points fixes sont : la premiére droite principale de Fubini et la pre-
miere directrice de Wilezynski.
éme cas. 1424 =0.

4ns cc cas nous avons :
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E(li +1)C: =05 a =0; C{I3 + F, - =0
(8.10) - -
Bk — 2
4
et par conséquent k, (k; -+ 1} ne peut pas s’annuler.
Done
3 5
(3.11) C =q =20, k.:—ou—;v
ct de (8.3) et (8.1} il résultera
3 27
3.12 =— L =M= — —"_.
( ) P 27 Br?

Sur la surface correspondante qui jouit d’unc propriété trés intéressante,
voir [6]. la denxieme droite prineipale de Fubini ¢t la normale de Lane

A = — 3[4, passent par un point fixc.
Enfin, soit le
4 éme cas 1 -4 =0.

Dans cc cas on a;
C: I + k) (ky, —8) =03 2Ck, (2 —Fy) =03 a =0, K —2k, —24 =0,

c’est-a-dire &,
par A= 1/6 passent par un point fixe. La normale » =1/6 et la premiére
droite prineipale de Fubini A=—1/6 forment que division harmonique
avec la normale projective de Fubini ct la tangente canonique. La droite
canonique A = —3/2 n’a pas cncorc 6été considerée dans la géométri
projective différenticlle,

4. Soit maintenant le cas général. Dc (8.4) on tire ;

CA+h)ky —1 —24) =0; C(24hy —E + 4 —1) =03
(4.1) B2 —2dlk, 4 8(1 — (4 + 2)1) =0.
Si14k «0,0na.d-2=0,ccque lon exclut. Si k, =1 + 24, la
quatricme condition donne A — 48 et 4 = —2, et les valeurs corre
pondantes de k, sont: &, —4f3ouk, — 8.

Mais on vérific tout de suite que dans cec cas 4424k, — ki — 1F

Par conséquent C =0, ct il y reste encore la relation quadratique en
k, et A ou entre %, et A,

(=)

a=0;

A2 + 24 (6 ;- k) + 9 — K =0.

Pour chaque valeur de &, on a cn général deux valeurs pour A°
réciproquement. La seule exception correspond A by = — 3/2. En effl
pour k, — 3/2 il correspond la seule valeur 4 = — 3/2, ¢t de I'exp
sion [voir 3] de . il y résultera Fo=24 — k= —8/2 =k, cc que I
doit exclure car nous avons supposé k, = k,.

— 4 ou 6 ct de la dernitre condition il y résultera C =0,
Donc B=3/x. Sur cctte surface la droite canonique A== — 3/2 ct celle fixée

5 SUR LFS SUNFACES. .. 30
p——

A ky=—3/2 il correspond A = — 1[4 qui fixe comme Pon sait la
pormale de Green [1].

Par conséquent on doil evelure dans («) la valeur k&, = — 3/2. Pour

b= —3/2onad 4 2=1/2ct par conséquent p =122; L = M= —3/8-2
Cette surface est en correspondance asymptotique avee la surface (3.12).
Elle est lide a cette dernitre surface par la propriété signalée plus haut.

De (3.3) et (3.1) par intégration nous pouvons prondre 8 = (4 + 2)/7 ct
en posant A -} 2 = —2[¢, nous aurons finalement g = —2/¢;7, L =M =
= —Gfei=% (= =u -+ v).

1 La condition (&) deviendra

(By) (Fy 4 1) (By + 8) ¢® - dhye, —12 =0,

qui @ la méine forme que I'équation quadratiqgue (B). Nous avons done le

Théoreme. Les scules surfaces dont dewa normales ou droites eanoni-
ques passent par un point fiwve sont les surfaces données par B = — 2fety
L=M = —6lcz*. = =u - v, oit ¢ est une solution de Péquation (k + 1)
(k + 8)c* + dhic— 12 =0 avec k 5= —8/2. Avee cc théorime ct d’apres
fes résultats de Cech, 1. Kaueky ct . Marcus. il semble que
I'étude des surfaces dont unc normale ou droite eanonique passe par un
point fixe est terminée.

Les surfaces (4.9) dont deux de ses normales ou droites canoniques
passent par un point fixc, admettent sclon Fubini [7] un groupe & deux
parametres de colinéations en elles mémes et sont obtenues sous forme
finic, commes nous montrons en [8] par Q. Boruvka.
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