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DEUX OBSERVATIONS SUR LES METRIQUES CONFORMES
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Nous présentons d’abord, dans cette Note un théoréme sur 1'asso-
ciativité de D'algebre de déformation ct puis nous mettons en évidence
un résultat similaire & un théoréme de André Avez [2].

Les variétés différentiables, les applications différentiables, les champs
tensoricls ct les eonnexions linéaires qui interviennent dans la suite sont
- supposées de classe C~ .

Soit M, unc variété différentiable réelle, 3 n dimension. Désignons

ar (7 (M,) - Panncau des fonctions réelles. différentiables définies sur
M, ct par B (M,) - le (F (M,) - module des ehamps de veeteurs,

Supposons que la variété M, est munie de deux connexions lineaires
¥ et V. Si on définit le produit de deux champs de veeteurs X, Y = % (M)
por la formule X oY =V, ¥ — V.V, alors le (F(M,) - module 2 (M,)
devient unc (F (M,)-algtbre. Cette algtbre s’appelle algebre de déforma-
tion de la paire de connexions (V,V) ; clle scra notée par @ (M, . V, V) [7].

Dans cette Note nous utilisons les résultats de [1], [2], [4¢], [5], [6]
8], [9] et nous préscntons les théorémes suivants:

Théoréme 1. Soit g et g = g (i) € (F (AM,)) denx mélriques confor-
es sur la variélé M, (n > 2). Notons par V, resp. V, les connexvions de
evi-Civita associées & g, resp. 8. Les propriéiés suivantes sont équivalentes :

(i) g et g sont homothétiques,
(ii) ¥ et U possédent les mémes géodésiques,
(i} Ualgébre de déformation U (M,, ¥ V) est associative.
Théoréme 2. Soit g ct g — ¢ g (u < (F (M,)) deux métrigues confor-
es sur la variété M, (n > 3). Supposons que le tenseur de Ricei de g est
dégénéré. Les propridtés suivantes sont équivalentes :

(i) g et g sont homothétiques,

(i) ¢ et g conduisent ayw méme tenseur de Ricci.
Pour démontrer le théoréme 1 ¢t le théoréme 2 on utilisera les lem-

8 suivantes : 3
Lemme 3. Soit ¢ ef ¢ = c¥®g (v = (F (M,)) deux méiriques conformes

r la variété M,. Notons par V, resp. V., les connexions de Levi-Civita as-
ide a g, resp. g. Soit A, resp. K, le champ tensoriel de déformation [7]
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resp. le champ tensoriel de la courbure de déformation [7], donné par

la formule :

(1)

resp.

(2) 4K (X, ¥)Z =~ A (X, A (¥, 2) — A, A(X. 2)), (V) X, ¥, Z < B (M)

Pour tout champ X, Y,Z, V = (M) nous avons :

(1) g(A(X.Y),Z) =X (W)g(¥.2) + ¥ () g (K. Z) —Z () g (X, ¥),
YWERKEXY)Z,V) =X u)Z ) g ¥, V) ~Y (1) V(u)g(X.2) -

~Y (@) Z(@)g(X, V) + X (1) V() g(V, Z) + A (Y. Z) () 2 (X, V) _
—A(X.Z) () g (Y, V)

A4X,Y) =0,V -Y,Y,

(2)

Lemme 4. Soit g et g = c® g (u = (F (M,)) deur mélriques conformes
sur la variété M, (n = 2). Supposons que le tenseur de Ricei de g est non-
dépénéré. Soit V el R (resp. ¥ et R) la connexion de Levi-Civila et le tenseyr

de courbure de g (resp. g). Considérons deux fonctions f, b € GF (M,) aves

la propriéiés f (p) h(p) 0, (V)p = M,.
Alors la relation

(8) SVR + W, R=0, (V) X = & (M,)

implique u = constante. ;
Démomstration du lemme 3. Pour tout X, V. Z e % (M) nous avons ;

(4) VY -V X =[X,V]=V,V -T,X,

(3) (V29) (V. Z) = (¥ 52)(¥, Z) = 0.

De (5) résulte :

6) 2X () g (Y, Z) =g (A (X,Y),Z) + g(V, 4 (X, Z). 5
En tenant compte de (6), nous obtenons (1) ]

De (1') on déduit alors pour tout X,Y,Z, V € @& (M,) la rclation
p EAE AT 2), V)= X ()Y (1) g (2, V) + X (1) Z (u) g (VV) =
(7) — Y@} V() g(X,2Z) —-Z (u) V() g (X, Y) 4+ 4 (Y, Z) (u) g (X, V)

En tepant compte de (7) et de (2) nous obtenons (27).
Démonstration du lemme 4. 11 est elair que:

(VxR)(Y.Z, V)=V R(Y,Z) V- R (VY. Z) V— R (Y,VyZ) V—
—~R(Y,Z)vxV, (W)X, Y,Z, Ve & (M,).
De (8) on déduit alors:

, SVxR)(Y,Z, V) 4 h(V2B) (Y, 2, V) + f{4(X,R(Y,Z) V) — |

& R(U(X.Y),Z) V— R (V. 4 (X,Z)V—R(Y,2) 4 (X, V)} =

T

3 DEUX OBSERVATIONS SUR LES METRIQUES CONFORMES

En emplovant les identités de Bianchi
(9) (VxR) (Y. Z, V) + (A,RV(Z, X, V)+ (,VE) X, Y, V) =0,
(9) (VeRY(Y,Z, V) + (Vo R) (Z, X, V) + (Vo R) (X, ¥, V) =0,
on obtient:
AX.BRY,Z)V)-R(Y,Z)A(X,V)+ A(Y,R(Z, X)V)—
(10) _ R(ZX)A(Y,V)+ A(Z,R(X,Y) V)—R(X,Y) 4 (2, V) =o0.

Soit gy, resp. Ry, les composantes de g, resp. R, dans une carte
jocale (U, @)= (z',2%,...,2"). De (1') et de (10) résulte :

(11) (xR + guRise + 2Rl + 3R, + 3R + SRy u' =0

{ du

oh 4= axt u' =g%uy Riyy = g Rins 8V = 8L et ol 8§ sont les sym-

boles de Kronecker.
En multipliant les formules (11) par g’ et en sommant, il résulte :

{(ﬂ _3) R.::kb + argg" RSM, 3! Sﬁ,g}r Rr!rk} u =0,
En faisant 7 =k dans (12) et en sommant, i} résulte :
(18) (n —2) R, ,u* =0,

ol R.,= Rj, sont les composantes du tenseur de Ricei de g. Puisque
det (R;.) % 0 et n=t 2 de (13) résulte u* = 0, d’olt immédiatement, u
= constante.

Démonstration du théoréme 1.

(i) == (ii), (i) = (iti). Evidemment,

(i) = (i). On sait que [8]y ct ¥ ont les mémes geodésiques si et
seulement s’il existe une I-forme w sur M, telle que :

(14) VeV =Vi¥ + 0 (X) Y + (V) X, (V) X, Y @& (M,)

En particulier, pour ¥ = X, nous avons

(15) AX, X)=20(X) X, (V) X = % (M,)

o 4=V —V. Si dans (1) on fait ¥ = X, résulte

(16} 2 (4 (X, X),Z) = 2X (u) g (X, Z) —Z (w) g (X, X), (V) X.Z= &% (M,
I tenant compte de (15) et de (16) nous obtenons :

17) 20 (X) g (X.2) = 2X (1) g (X, 2) — Z (w) g (X, X), (V) X, Z = % (M)
0 particulier, pour Z = X, on obtient

20(X)g (X, X)= X (u)g (X, X), (V)X =X (M,)

e (18) on déduit alors :

19} Ray (Xp) = X, (u), (V) peEM,, (V)X,= T, (M,)— {0}
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ot T, (M,) est I'cspace tangent en chaque point p = M, . En tenant compty
de (17) et de (19) nous avons:

iy (X)) 8o (KXo Zp) = 000 (2} £y (Xpe K)o (V) p s M,
(V) ..Yp 3 Zp = Tp (JIR) - {0}
Puisque n =2, pour tout p & M, ct pour tout Z, = T, (IM,) — {0} j

(20)

existe un veeteur X, = T, (M,) — {0} tel que ¢, (X, . Z,)=0. Alors da I
(20) nous avons w,(%,)=0. (V)p € M,. (V}Z, € T, (M) —{0}. 1 |

résulte o, =0, (Y}p € M et en tenant compte de (19} nous obtenopg
u = constante.

(iif) = (i) Puisque Palgeébre @ (M, V,V) est commutative, il egp
clair que @ (M.V,V) est associative si et seulement st K (X, V)Z =,
(V) X, Y.Z = % (M,), olt K cst douné par la formule (2). Iin employapt
(2) nous obtcnons pour tout X, VY, Z, V € 75 (1,) la rclation

X@)Z@gY, MN—=Y @) Viu)g (X, Z)— Y () Z (1} g (X, V) + o
BV § XV () £ (V.2) + 4 (V.2) () (X, V) — A (X, Z) () g (V, V)=

Puisquen = 3, pour tout p € M, et pour tout ¥V, € T, (M) — (0] il existe
deux veetcurs X,. Y, € T, (M,}) — {0} tels que g, (X, V) =0 et g, (¥,
V,) = 0. Alors de (21) on a:

Vi g(X.Z) — XA ()yeg(Y,Z)y=0.

(22)
Puisque la métrique g est nondégénérée, de(22)ona: V() X —X (v) ¥ =
d’olt immédiatement, # = constant,

Démonstration dw théoréme 2. (i} = (ii) Jividemment.

(i1) = (). De la rclation g=e* g, ot u = (F (M,) nous obtenons

WX, VVZ =W(X,Y)Z, (WX, YV, Z =& (M)

¢

(26)

olt W, resp. IV, est le tenseur conforme de Weyl (8], [0] associée &
resp. . De (26) et de (ii) on dédunit que les métriques g ct g conduise
au méme tenseur de courbure. done B = I, d’otl nous avons ;\LXR R
=0, (V) X = & (M,), ¢’cst-d-dive justement la rclation (3) ou f=1I
h= — 1. En fcnant compte du Lemme 4 on obtient w = constante
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