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A ia mémoire de Grigore Molail

Dans I'étude de  certaines équations différenticlles, Grigore Moisil
o introduit [1] les algtbres avee un systeme de n + 1 unités complexes
{ﬂf} (i =0, 1; 2’ eee¥ ?L)s tL‘IIC.‘: (]llC H

€o€i==8;3 G0y = — ;€ (i £ jids j#0)s € =—&p
e (ee,) =(ecs)e -

Fn partant de ces idées nous allons faire quelques considérations con-
cernant unc classe d’équations dans les algébres réclles.

1. Soit & une algehre distributive, finie sur le corps réel R ; P'associa-
tivit¢ de la multiplication n'est pas imposée. On désigne par .- 1a loi de
composition entre les senlaires de R et les veeteurs de & ct par %" la multi-
plication dans & la multiplication dans R sera ¢erite sans aucun signe
entre facteurs. On utilisc la notation des indices muets pour la sommation.

Considérons {e} (i =1,2....7) une busc de Qeta =Eheny =&
(.o eR; & J =12 .. n) deux veeteurs; unc fonction vectorielle
5 = I (i, y) cst définic par z = o . e (k =1,2,..,m) 0u: f =¢ (@ y) =
=" (EH B 75 N M n") sont des fonctions scalaires des coordon-
nées Ei, 7', On désigne par D, U'opérateur différentiel dans &, dc sorte
que si v = Ve, alors Dy == dv* . cp.

L'équation vcetoriclle :

{1) Dy =F (z, y)xDz
est équivalente au systeéme :

a k
(2) 'a—g; =afy 9%

gl (i.h.lk =1,2,.... n) ¢tant les constantes de structure de a.
Les conditions d’intégrabilité pour (2}, s’expriment par:
6 i i N § a $
(8) a’fna—% — ol 5{'2‘,. + (o oy — oty ola) 5% " =0.
(’I‘g h-j S 1, 2;' = ﬂ-)-

s conditions restent invariantes aux changements de base.
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2. Nous avons chicrehé les cas particuliers suivants d’algébres dont
la résolution de (2} se réduit & des systémes connus.

1°. L’algtbre & est somme direete de n algebres du premicer ordre
on peut trouver une basc de sorte que:

(4) ek e;=0(i £ j);

Dans cc cas. on a. pour ! 5 0: 39%/34! = 0 (k 5 J). ¢’est & dire 9" ne
dépend pas de ' ; de méne d¢*/98 =0 (k # J) et, par suite dg*[0E =0;
il s’ensuit que o* est fonction sculement de E¥ et ¥ ¢t le systéme (2) se réduit
a n déquations différenticiles, indépendantes entre elles.

2°. Les algebres pour lesquelles :

= (0] =1.2,..n).

k x
(5) iy Ay — ey Kgn = 0,
quels que soient les indices k. k.j,r, ¢ u, conduisent aux conditions

i i
(6) 2% 9% g
P

On constate que pour ces algebres, la matrice tridimensionelle des constantes
de structure a, pour quatre indices du méme rang, fixés, deux rangées
d’éléments proportionels. Llexistence de tclles algébres est bien connue;

Comme exemples immediats : a) les algebres qui ont les constantes de
structure toutes égales ; b) les cas:

(7 0‘5‘ ayy = Cly

oll s= kr(mod n + 1), u = il, (mod n 4+ 1), v = kj {(mod n + 1),

En général, les algtbres qui remplissent les conditions (5) ne sont
pas associatives ou commutatives et ont des diviseurs dc zéro.

8°. Pour une algebre quelconque, on prend la fonction F de (1), dé-
pendente seulement du vecteur a; les conditions (8) s’expriment aussi
par (6). Dans les cas particulicrs quand F(x) est un opérateur linéaire

(8) F(2) = (¥%) . e M &R,
alors de (2) on obtient:

(9 dn* = Ed (xahjE"),

c'est a dire:

(10) o~ BLEE 4

ol :

(11) Be, =oh A 4 oy 2.

A Pabstraction de constantes additives. le vecteur g s’obtient de @ par de
opérations quadratiques. 4

4°. On considére aussi le cas ot F, dans (1), dépend sculement d
vecteur y. Des conditions (3), il en reste: '
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EA
k L 57 ) ot =0,
4 Lin %55 Finl 7 T
(1:') ( 5k i i d'fr

[l s¢ preésente les sous-cas sulvants:

J kogh = oy, s =1,2..1)
;],) lih 0‘.:; = Ogj Lo = 0, (h”i!j! y 'y L] )

qui a éLé considéré précédemment.

} g _
('1)3) (o, ofy — 255 o) @' = 0.

¢ inéal & tyil y 5 équations
Iei. nous avons un sy:teme linéaire, homogene en ¢ 3 ily an®eq )
avee 7 inconnues ; sl ust compatible, il résulte
(14) g = B (3 9 W) €
| i itraire, ¢ dc : = 1, 2o
O (s m* ..r ") st une fonction arbitraive, ¢ des constantes {1 y 2rr )5
solutions de (18)) et le systéme (2) deviendra :

ot
o — [¢)] an e = N )!
(1") at) (Q "
oit : gF = oy ot B
) -
oy A
(16) (b afy — oy “1n) a__q—‘r 0.

Dans ce cas, il ¥ a un systeme lindaire ¢t homogt"zm-: en 0907 de
n équations ; si ce systeme est compatible, on trouve:
(17) g—?:= b (gt neer”) €0
7
g (42, Pe.no”) Clant arbitraire, ¢; des constantes, solutions de (16);
le systtme (17) s’éerit:

do’ . \
(18) W (1, e 1)
ar’
¢ k= ok, B ons
avee: 21 = ¢ " ; en notant, de méme, par o] = % E*, nous av
dv — o
{1e) dat

On peut réduire ce cas au cas préeédent, en prenant :

D = F (y)» Dy et Dy =F (y)x D

ee qui conduit a un systeme d’équation aux différenticlles totales s
dnf = oy et @'

tbr 2 s les cons-
d) On peut considérer encorc la classe des lnlgcbt es pour lesquelles
tantes de structure remplissent les conditions :

: ko
.y Eoaf — ot g - o O s
(20) afy afy — o % = %un %a 15 %an
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pour tous les indices. Quand les ¢f dépendent sculement des arguments
7", alors on trouve:

(21) (ks oty — by afy) 9% = b,

¢y étant des constantes; ¢’est un systéme du deuxiéme degré pour leg
inconnues of; §'il est compatible, nous obtenons pour ¢f des constantes of
et (1) admet la solution :

(22) Yy

ol a, b sont des vecteurs eonstants arbitraires. Si Pon prend tous les o
nuls, alors (21) est homogéne ¢t 9" = @ (p'2% ... 9") «'. Nous avons pour
la détermination de y, le systéme:

ar* kot

— = ¥ 1 z R

g e D (7% 7% ")

8. On peut chercher les conditions dans Jesquelles Pensemble  deg
solutions de (1) forment unc structure algébrique.
1°. Soit y, et y, deux solutions de (1), ¢'est & dire :

Dy, =F (a,y,) * Dx,
Dy, =F (w, 4.) * Da;
alors y, + y, sera aussi une solution si 'on a:

(23) [F(x:ys -~ ) — F (v, 1) —F {2, y.)]* Do = 0.

ca g+ b,

Quand F (2, y) cst lindaire en y, (28} sera identiquement verifié, En général,

on doit avoir les conditions :

(24) a9 (@ o0 - ye) — @' (@ 1) — @' (s ya)] = 0.

On observe que si Palgtbre n’a pas de diviscurs de zéro, alors F («, ¥) doit
étre linéairc en y et que (21} a des solutions différentes de zéro dans le cas
oll le rang généralisé¢ de la matrice tridimensionelle () est r < n.

2°. Si y est solution de (1)}, alors gy {2 <€ R) est solution, quand.;
(25) il (@ Ay) — ' (@ )] = 0.

Dans les cas ol (24) et (25) sont satisfaites, ’ensemble des solutions d
(1) est un espace vectoriel inclus dans d@.

8°. Etant donné deux solutions de (1) ¥ ¢t z, afin que leurs produi
y*z soit aussi une solution, on doit avoir:

afn@’ (B4 E% . E" 5 apEint of Bl 0B iy) =
(26) = ol L (BN o B s 7 )
+ V-iv c{:m le ?h (E': gz"“’ in; El' EE’---’an)

ot y =1 e et z =11,
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o

ont satisfaites, 'ensemble des

On remarque que dans ce cas
solution;

Lorsque les relations (24) ](2‘51) (2{3) ’IS
lutions de (1) forme une sous -algcbre de c. '
ZO i 0 est une solution ct que si y cst solution, alors — y est aussi

y =b (b vecteur constant) vérifie (1}, quand :

o @t () =0, (h,j =127 vr € @),

(27) |
¢t si y est solution de (1), ¥ + b (b const.) scra une solution, quand :
(28) oy (o' (@ y + B — o' ()] =0

4. Nous allons considérer quelques excmples,

a) Les algébres de dimension deux Lo
Soit €;, £, unc base d’algébre d ct oy (i3>
de structure ; nous avons :

= Eley + Eree y = wer+ mess Flary) =@ (88 wdedt
+ 92 (EL €55 ') e
Dy =F (x, y)' dx

k =1, 2) les huit constantes

Le systéme (2) est:

an? ant 1 ;e
a-—g—; = o}, Pt -+ oy P°- 55_2 = @' -+ %z P

29 2
i an? _ a0t - o ¢ (?1}": = afho? + ok @
oE? az*

' 3] t par: .
En désignant p dot = ab,d% + b, dE2,

dol = aldE? + ob dB%
(80) dest = ahdEY + oy dE

dwt = o, dE -+ al, d8°s
Oon a:

dnt = ' do} + ¢° de}s
{81)

dn? = o' dof + ¢* dui.

Quand (29) n’a pas des solutions, alors (81) est un systbr'ne nonhﬁLOnO:_le.
Si le sisteme est compatible , soient y et z deux solutions ; pour que ¥

soit aussi une solution, on doit avoir:
0'.?"“‘ = 0; (k’j = 1’ 2)!

=o' (@, y + ) — ' (2 y)—¢' (a,2), (i=12)

i le rang de la matrice:
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a0
(84) ol iy
0"1:1 o5
a o
ST

est deux, il en résulte : u' =0 (i =1,2) ct, par suite, o' sont des fonetions
additives par rapport au sccond argument.

De plus, si: ' (s hy) =ro'(r,y) (Vh, 2e R}, les solutions de
(29) constituent un sous-cspace vectoriel de €.

Dans ces conditions, I" (2, %) est linéaire en y; par suite:
Pt =fI(81E%) ' + S8 &) 0%
o =fHEE:) n* + fAE ) 9%

Les conditions d’integrabilité (8) fournissent qu i
‘ ; _ i 88 atre équations po
déterminer les fonctions fu. fu, fa fo: 1 ! g

1 1 -
0‘%1% — a}'za—fl‘ o (?ii'
082 dE? 0g®

1 1 2
‘*haf_z — oy, o boo 0
6E= 051

(35)

oft
+ —al, Yl P =0,
22 oE: 0

of3
] — i, — =
oy o y"OE’ 4+ @ 0,

(86) ) . .
2afl —(12 afl +0!§ Ofi'

oy 2, — o ?flz + @ =0
oE: agr | tor: Tom -
af} of? afe af?

o2 Wz 2 2 Ufe o Y2 A

i oz %12 aE + ah pre Aoz BE‘+ D =0.

Les @, @2, @3, @4 sont des formes quadratiques en f1. fi. fi. f3. Considéron

Valgébre des nombres complexes qui possede les constantes de  structure:
1 2 __ al

ay =1, 0‘11‘-0‘12“‘-“;: o =0, ap=oh =1, afy=—1.

Nous avons:

anl s onl
FITA R
(87)
0w e Ao
9%, 9E?

Les solutions de (87) doivent étre des fonctions analytiques.
Dans le cas ol:

o' =fi (€% &) ' + f2 (EH E%) 7'
er=/1(5 8 9t + fi(B E) 0’

il faut que les fonctions f/ accomplissent les conditions :

(38)

7 SUR L'EQUATION : Dy = F(r.y}s Dr DANS UNE ALGEBRE REELLE 241

oft | af ,
S 2L R =0.
PERRT Sifl S h

A 5 ; . .
WL g g+ (e =,
. a9z 3%
(3' 2 1
U W p g pp—u— =0,
9%* 0%
a_f:é__a_[i SN U o I S
22 —nsi —f =0

Dans les cas ol 9. ” dépendent seulement de £1. £2 (ou I est un opérateur}) »
Flr) = gler + Peu F () doit. dc méme, &tre fonction analyvtigue.
b} Soit d lalgtbre des quaternions réels.
Nous avons. ici. 64 constantes de structure. Si F (. y) est linéaire en
y. c'est a dire :
Fr.y) =f (5 3 B E) e
Jes relations (3) fournissent 61 équations différenticlles aux derivées partiel-
les du premier ordre en frire s, =1,2,8. 4).
Pour le systémec (2). nous obtenons :
dnt _dn*_ 0% d7!
A T '_=f1.qg_,_f1.2+ 1 3+f4.q4
ey o oEs 0B 1 2 fin L0
et . )
dn* 1
- —SL (ks k)
dE 713
Les solutions »n* (€% &% Es;EY) sont des fonctions réelles en 4 variables ;
pour un couple de deux variables clles sont analytiques.
¢) 11 existe des exemples d’algtbres A pour lesquelles les conditions
(24), (25) sont vérifices. sans que of (x, y) soient linéaires en y. Prenons une
algebre de dimension deux, avee lcs constantes de structure de sorte que;
ol = —ozs aly = = 235 o} = —adis aly = — ok
¢t pour les coordonnées de F(a, y). les fonction :
ot (0, y) =S (@) + &Y o2 (@ y) =S (@) + & (¥);
Sy —g ) =h{y) ott h(y) est linéairc cn .
On constate que los équations (24), (25) sont vérifiées et que les solutions
de (1) constituent un espace vectoriel.
d) Soit:
(40) F(z.y) —A (@)« B
ol 4 (r) est un opérateur qucleonque dans @:
A ({U) = O‘.{ (ilp al’“., &r) . Oy

18 — Matematicd — Universitate
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et B(y) cst un opcrateur linéaire :
B(y) =& n'ex.

) deviennent :
ant
ek
cnsemble de solutions de (
de plus que A(x) est Tui

2

Les équations (

(41) oy ofy ot Bl '

Kvidemment, Y’
Si l'on suppose

prend la forme:

an* kb iplErL 8
(42) &"h = appai 2B’ -
Les conditions d’intégrabilité s’éerivent :
(48) ot Bl (oF, o, — by 03) = 0.

1Pour les opérateurs:
A (2) = (o, B

es relations précédentes sont identiquement satisfaitcs.
D’une manitre analogue on peut traiter le cas:

F(x. y) =§1As(m)' B.(y)

avec A, (a) des opérateurs quelecong
et aussi les cas ou touts les 4, (z), B:(y)

Regu le 24 XJ1.1977
R.
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AN ATTEMPT TO A GENERAL THEORY OF ALGORITHMS

BY

C. CAZACU and M. CAZACU

1. Introduction. The algorithms present both structural and functional
sdes. Structurally. an algorithm is a system of related components. The
relations between components determine the running of the algorithm.
Functionally, leaving aside its structure, the algorithm may be considered
a5 o function allowing, given a state. to computc a new state and take a
decision. The components of an algorithm are in fact algorithms looked
functionally. The functional and structural points of view are relative :
sometimes we look the algorithms as functional things, other times they
are structural things (flow-charts cte.). In Computer Science we meet frequ-
ently the above situation (sec the coneept of subroutine or structured pro-
gramming).

Starting from these general ideas we introduce the funectional and
structural algorithms as mathematical notions. Somec closure properties
and simulation relations between sets of algorithms arc emphasized.
Finally. the universal algorithms and some of their properties are presented.

3. Preliminaries. Let M and N be sets. A function f: M - Nisa
qubset f = Mx N so that

¥ mymaa e (Mo m) =f Al ng) € fAm =ma =0 = 1.).

The scts Def(f) = {m/m € M A 3n(m n) e fland Val(f) ={nfn = N
A 3m (m.on) = f1arc the domain and the range of f respectively. The function
fis total it Def (f) = M, finite it Def (f) is finite and onto if Val {(f) = N.
i If therc is n = N so that f (m) = n (that is, (m, n) € f) then f is defined
inm (f(m) § ) otherwise [ is undefined in m (f(m) 1 ).

An cquality o, =0, bctween two objects which may be undefined,
for exemple f(m) = g (m) where f and g are functions, means that both
0, ?.nd 0. are defined and equal or both o, and o, arc undefined. An object
built by total defined means, using, for this, partial defined things, will
%e considered defined iff all components of the construction are defined.
bol‘ example, the pair (a, f (b, g {c, d))) where f and ¢ are funections, will

e defined iff a, b, ¢> d,g (¢: d) and f{b, g (¢, d)) are defined.
3. Functional and structural algorithms. Lect § be a set of states
?gnd D a sct of decisions. 4 functional algorithm on § is a function 4: § =
l>< D for which the set fd|deDna 385.4(s) = (82> d)} is finite. The
J‘.gl)l'l‘thm A defines a fransformation function A7: 8 — and a decision
unction A5: S — D as follows. If A (s) { then A7 (s) | » A8 (s) | and




