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Introduction. Dans cct article nous nous proposons de généraliser
| des tésultats de V. Barbu [2], H. Brézis {38, N. Pavel [5]ct
glcet L. Véron [7] concernant les équations d’évolution du sceond or-

dre associées 4 des opérateurs maximaux monotones d’un espace de Hil-

i | pert récl I.
Le type d’équations que nous étudions est le suivant :
() PO W) + g (O w(t) © du () + /(1) pp. sur [0. 7]
w(0) € By(m(0) —a); —u' (T) = B(u(T) —0b)
ou p ct g sont des fonetions réclles, f une fonetion a valeur dans H, 4,
B, et B, des opératcurs maximaux monotones de H.
De nombreux résultats ont été obtenus par les auteurs pré-cités, les

plus réeents dtant eccux de N. Pavel [5] qui traite Iéquation (1) avec
p=1c¢et g =0; nous utiliserons d’ailleurs certaines de ses méthodes.

1. Preliminaires et notations. Soit H un espace de Hilbert réel dont
le produit scalairc et la norme sont notés (.,.) et ||.|| respectivement.
Si 4 est un sous-ensemble de H X H, nous définissons

Az ={y: [z, y] = 4},
2) D(4d) ={z: Az &},
_ R(4) =U{dz:z = D(4)}.
our simplificr, nous parlerons de Popérateur 4 de domaine D (A) ¢ H
valeurs dans 'ensemble des parties de H.
L’opérateur A cst dit monotone si
Vie,yl [ yle d, (z—2s y —y) >0
est maxima! monotone si, cn outre, Ya > 0, R{{ + »4) = H ol

désigne identité dans H.

On appelle résolvante de 'opérateur maximal monotone A :J, =
(I + 3d)7* et régularisée Yosida de A: 4, = a1 (I —J,).

Nous rappelons ici quelques propriétés fondamentales des opérateurs

Ximaux monotones {(Cf. H. Brézis [4]).
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Théoréme 1.1. Soient A un opérateur maximal monotone de H et \ >y 2. Un résultat préliminaire. Soit ¢ une fonction de H0, T) vérifiant
alors : (4) s()za >0, Vte[0,T]
i) Ihe —hyl<liz —yll, vo,y = B pour & et b dans H, nous définissons l'opérateur 8 dans L* (0, T ; H} par
i) A, est mazimal monolone, partout défint et lipschitzien de rapport 1], D(B) ={u <H0, T3 H): w'(0) € . (u(0) — @) — ' (T) =Bofu T) — oy
i) 4z « Az Vo = H. 8 \ vu e D(@®), Bu = —(cwy
iv) Az _est un sous-ensemble conveze fermé de H dont U'élément de morme Proposition 2.1. L'opérateur B est mazimal monotone dans L (0, T; H).
minimale est noté A'z, ¥z < D (4). Démonstration. 11 est facile de vérifier que B est monotone ; en effet,

v) A est fermé dans H x H-faible, c'est-d-dire que 81 {@,, ya} €St uUNE suile . .« et v sont dans D {B), on a, en effectuant 1 duit d 30, T:
de H x H telle que {z,} converge Jaiblement vers x et {y.} converge foiblement B (B): on 8, en effectuant fe produft Cans ALkl

vers y lorsque n tend vers Vinfini, alors : r

. :
Bu —Boou —werim = ol — vl —[o(u—v- W —v)| > 0.
(2w 3] = 4, ¥n = [z, y] = 4. 0

La preuve de la maximalité est plus longue et suit une idée de M. Cran-

Un opérateur 4 est dit fortement monotone si il existe @ >0t} 4311; nous aurons besoin de plusieurs lemmes intermédiaires.

que 4 — ol soit monotone.
Nous aurons en outre besoin du résultat suivant {(Cf. H. Brézis Lemme 2.2. Pour tout f dans L* (0, T ; H), il existe une unigue fonc-
[4))

. ' y y tion w dans H* (0, T ; H) vérifiant
Proposition 1.2. i) Soient A un op rateur maximal monotone et B un .
opérateur monotone lipschitzien de H, alors A + B est maximal monotone. | (6 w—(cwY=f pp sur[0,T]. w(0)=w (T) =0.

ii) Soit A un opérateur maximal monotone de H, fortement monotons, Démonstration. 11 s'agit d’'une application immédiate du théoréme de

alors A est surjectif. . Lax et Milgram, compte tenu des hypothéses faites ) .
Nous utiliserons aussi les espaces de Lebesgue et de Sobolev usuels la:ité de w s’o%tient en dégeloppant (o wy)p sl

ou & valeurs dans H:L:(0, T ; H) est Pcspace des classes de fonctions Considérons maintenant les équations suivantes
w: {0, T) — H, mesurables, vérifiant : N
} (7) ?_ (G?) b= 0! p-p. sur [0’ T], ? (O) = 0, (p (T) = 1,

(8) $—(ad’y =0, pp.sur [0,T], ¢(0) =—1 ¢(T) =0

Lemme 2.8. Les équations (7) et (8) admettent chacune une unique so-
lution, soient o et { respectivement, élément de H* (0, T) et fonction monotone
croissanie.

Démonsiration. Nous ferons la démonstration pour I'équation (7)
celle de (8) étant identique.

Posons A = — "I:.' -}-% ¢ et soit x la solution (cf. Lemme 2.2) de

T
I llE. 7 m=‘ | % () {|*dt < + 0.
o0
C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

T
(1> V)er0,7: > =§ (ul?), v (£)) dL.

.1

Pour k entier, on définit H* (0, T ; H), le sous-espace des distributions vee:
torielles @’ (0, T'; H), telles que pour j < k, ue L*(0, T ; H). Clest un
espace de Hilbert pour le produit scalaire {9) % —{ox'y =h p.p. sur [0,T], »(0) =x (T) =0
Considérons ¢ =x + /T, ¢(0) =0, @(T) =1 et

3 ~(o9) =x —(ox’)Y + T —1{T a’ =0, dod Pexistence de ¢ élément
e H* (0, T) ; unicité est immédiate. En multipliant par ¢ I’équation (7)
et en intégrant, nous avons

S;qa'ds +{ ot =o 207 O

¢
0

k

(1, Vpror: m= Y, (w? s M pe,r:m.
i=o ]
Les fonctions de H* (0, T' ; H) sont, apres modification sur un ensem
de mesure nulle, continues ainsi que leurs dérivées jusqu'a Yordre & —
Nous utiliserons enfin les espaces W7 (0, T), m > 1, 1 < p <+ (10)

formés des fonctions u de classe C™-1, telles que u/™ < L? (0, ™.
Si 4 est un opérateur maximal monotone de H, son prolongem
canonique of & L (0, T; H) est un opérateur maximal monotoné

one ¢ (f) ¢’ (f) >0 et ¢* est strictement croissante; comme e(T) =1,
L:1(0, T; H) (Cf. H. Brézis [4D.

en déduit que ¢ est strictement croissante.
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On pose Démonstration. On a immédiatement la linéarité ct la continuité.
T T
(11) m=| odt m>0m ={ v o <o (T (@ ) (& ) =0 (D) (M 2P + s @ @Nyl* + . +
En reprenant I'égalité (10), on voit que ¢’ (T) > 0, de méme ¢ (0) >0 et + (o (T) ' (T) + 5 (0) ¢ (0)) (@ ).
par suite il existe 3 =0 tel que Posons ~
— ’ — 1,7 ,
(12) 56 (0) ¢ (0) = o (T) ¢'(T) (21) { « =0 (D)9 (1) =c (0¥ (0)
: ; - o~ " B =a(T)¢ (1) y=0(0)¢(0)
Conventions d’harmonisation. 1) La fonction ¢ = 3¢ vérifie I'équation
. - 1 1 ,
(19) {g ~ (e} =0, p.p. sur [0, T]. (T (2 ) (22 9)) > (a— 58 —EY)( a2 4 1 g 19,
¢$O0) =—38& ¢(I)=0 et on a .
2) En multipliant les graphes 8, et i, par o (0) ct o (T) respective. « —p =c(T) ¢ (T)—0(0) ¢ (0) =S p(s)ds =m >0,
ment, on voit qu’on ne change pas la nature du probleme en imposant ¢

dans la définition de 3

(14) o (0)w (0) € B, (#(0) —a); —o(T)u' (T) € B, (u(T) —b) a—y =5 (0§ (0) —o (T (T) = —380517(3)d8= —3m’' >0,

3

On va maintenant chercher une solution de Y'équation dol 1
(15) w+ Bu =, (T (2 ) (&) > Z(m—3m) Uzl + 2l
sous la forme
(16) u(t)=w(t)+ola (¢ m et m’' définis en (11), d’otx le lemme.

.) B+eWz+él)y Fin de la démonstration de la proposition 2.1.

od z et y sont & déterminer dans H. Par (16) on a L'équation (19) équivaut donc &
g'f) %(0) = ~3y, u(T) ==z (T + F) (@ v)) = (— o (T)w (T} —c(0) = (0))

Or lopérateur T est monotone lipschitzien, fortement monotone ct lopé-
rateur F' est maximal monotone, done leur somme est maximale monotone
surjective dans H X H, d’ol le résultat.

3. Les résultats principaux. Soient p et ¢ des fonctions appartenant
A We=(0, T) et Wt=(0, T) respectivement, la fonetion p vérifiant en outre

(22) p)ze>0 Vvte[0,T]

et 4 un opérateur maximal monotone de H li¢ aux (¢ par

as) {o(m w'(0) = o (0) w'(0) = 5 (0) '(0) z + o (0) ¥'(0) y
o(T) w(T) = o(T) w(T) = o(T) ¢(T) z + o T) §(T) y

En outre
4 —(ouw') =w — (o) 4+ (9 —(09) )z + (§ — (o) )y,
done u — (ow'y =f. Pour assurer les conditions aux limites, il faut

(19) {cw) w (0) + ¢ (0) @ (0) 2 + 5 () (0) y = By (— By —a),
— oMW (D —o(T) gD 2— o (TW(T) y < a(x —b).

Si on définit dans H x H, F, et F, par .]"
¥

Fi(y) = — B (— 3y —a); Fy(2)=Bs (@ —b) et Flz. y) = (Fs(z) Fuldl

il est immédiat de vérifier que F est maximal monotone.
Définissons maintenant dans H x H lopérateur T' par

200 T(@y) =6MFDy+a(De (Ta @ ©y+
+ ¢ (0) ¢’ (0) ).

Lemme 2.4. L'opérateur lindaire T est continu fortement monold

dans H x H.

—

(23) {V)\ >0, Vs’ﬂ,y, Yze B‘(w—‘y)s t=1, 2

(dyx — 4,y:2) 20
et on suppose, pour simplifier, que 0 = B{0), ¢ =1, 2.
Théoréme 3.1. Si on suppose que Vopérateur A — ol {» > 0) est mo-

nolone, alors pour tout f dans L* (0, T ; H) et tout (@) b) dans D {A), il existe
une unique fonction w dans H®(0, T ; H) vérifiant

p O’ (&) + gt u (1) = Aul(l) +f(@® p.p. sur (0, T)
@) Lw)e pu)—a)s —wiT) <palu (T)—b);
u(t) = D(4) p.p. sur (0, T).
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Démonstration. Unicité —Posons pour 20,0 (f) = cxp(stg-(f)_—pxs—) ds)-

: : o Ps) i
pour toute fonction dérivable @, nous avons:

1 , ,
;(pw) =p9 -+ ¢o.

Soient u, et #, deux solutions de (24) et w = u;, — u,; par monotonie,
nous obtenons

T T
S (cpwy, wdt 26| ol w)dt
[1] 0

et l'intégrale de droite vaut

T T
— o s ’
So apliw fi* + [op (@, w)]Z0,
d’ou ['unicité.
Ezistence — Nous aurons besoin pour cela de quelques résultats
intermédiaires. Pour A = 0, on considcre I'équation différenticlle

{—(pcu;)’+aAAuA+cf : 0 p.p. sur [0, T'],
3 (0) € B, (ux (0) —@); —w(T) € By (un (T) —b)s
que P'on peut écrire sous forme fonctionnelle dans L2 (0, T ; H)
(26) B, + ocky, w, + of =0,

oll a; est le prolongement canonique de 4, & L*(0, T ; H). Comme 4 — ol
est monotone, 4; —[w/(1 + Aw)]} I est monotone (cf. [5]) et par suite I'opé-
rateur oct, est lipschitzien et fortement monotone dans L2 (0, T ; H) et
I'équation (24) admet une unique solution (cf. [3]).

Lemme 3.2. Les fonctions u, demeurent bornées dans H* (0, T' 3 H) in-
dépendamment de \ > 0.

(25)

Démonstration. Soit v la solution dans H? (0, 7' ; H)} du probléme de

V.Barbu [2]
{27) v’ (t) € Av (1) p.p. sur [0, T} v(0) =a, v(T) =0

Multiplions (25) par u#, — v, nous obtenons en intégrant

T T T
[ — po (uss up, — v)] +g po (w4, 14, —v') dt -I-‘ o (A1, u, — ) dt +
0 g

Lo Y0
T

+S o (frty —1v)dt=0
[1]

or [—po (un —o)] = — po (13 (T)s us (T) — b) + po (4,(0), w, (0) — &

0

Comme — 1 (T) € Bs (s (T) — b), 1 (0) € B, (s (0) —a) et 0 By
I’expression entre crochets est positive, d’olu

T
S ol —vllrdt <
o

T
{ poliuw—o i+

«0 1+7\(|)

T T
6 (4, v, 1y — ) dl _-S 6 (fru; —v)dt

[ o

_ST pe (v u, —v')dl -—S
0

or v est dans H1 (0, T; H) et | Lvlf < || 4°v] < Il ' || p-p. et par suite,
en appliquant Cauchy-Schwartz, il existe ¢ indépendant de » tel que

| % — 2 o, r:m< € (oo my + 0" e : o )

Multiplions (25) par 4,u, —¢ ol ¢ est une fonction de classe C* de [0,
T] dans H valant 4,a en 0 et 4;b en T, et intégrons

[ — po (wo Ayt — )] + S 6 (et (Aytin — B)) dt +

T

T
+§ o (Ayns Aytty, — §) dt + oo + SO o (fs Ayun — §) dt = 0.
1]

Le terme entre crochets vaut — po (1, (T), dyup (T) — Ab) + ...

po (1 (0); Ay, (0) — Aa).
Or —uy (T)< 8, (un(T) —a) et 43 (0) = By (un (0) — a). Compte tenu de
(28), la contribution du erochet est positive.

T T o .
En outres pa (1 (Ayw,) —§') dt > —S po (uys §) dt, d’olt
0 0

T T T
S |l Ay — ) fI*dt < S po (') dt — S o (f + ¥ Ayun — ) dt
] 0 o
et par suite A,u, demeurc borné dans L*(0, T ; H) indépendamment de
) et il en est de méme de u;, d’olt le lemme. . )
Démonstration du théoréme 3.1. I s’agit d’un raisonnement bien connu
(cf. [7] par ex.) que nous allons rappeler. Pour A et p >0, soient u, et
u, les solutions de (26), et (26),. Nous avons
T T
‘ (@u‘x S @uu, Uy — ’uu_) dt+ S g (Alul e Auuu. )‘Aluk - }J.Auuu +
-0 Q
+ un;;\— Juuu) dt =0
d'ol

T
(7 op s — w1 dt + 0 ol = g 74t < C (0 1)

Y0 -0

ol C est une constante indépendante de et u. Comme u, = A A, —'1— Jatins
on en déduit que la suite u, est de Cauchy dans H* (0, T ; H), bornée dans
H(0, T ; H); soit u la limite de cette suite. En utilisant la fermeture
faible de oof et B dans L2 (0, T; H), on en déduit que Bu, converge fai-
blement vers Bu, que ootyu, converge faiblement vers un €lément w dans
9cfu et que l'on a 2 la limite
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1
|

By 4w+ of =0
d’ol1 le théoréme.
Dans le cas d’'un opérateur 4 maximal monotone non fortement mo-
notone, nous sommes obligés de faire unc hypothise supplémentaire

(28) lim || B3 (2]

'zl +m=

-+ oo ou lim{| B3 (2} = +
llaile+w

Sous cette hypothese ct les B, vérifiant toujours la relation de compati-
bilité (23) on a le
Théoreme 3.2. Pour tout f dans L* (0, T ; I} et tout (a. b) dans D (4),
il eariste au moins une fonction wdans H* (0, T 3 H) solution de Péqualion (24),
Démonstration. Pour o = 0, soit u, la solution de

(29) Bu + ocfu + wou + f = 0.

En reprenant la démonstration du lemme 3.2 on voit que 1w, demeure
borné dans H: {0, T'; H) indépendamment de » puisque la solution v,, du
probleme de V. Barbu

(30) {vw e Av, + v, p.p. sur [0, T)

Uy (0) =, Uim (T) -_—‘ba

demeure bornée dans H2 (0, T ; H) indépendamment de « (Cf. V. Barbu
[2)).

C ([0, T'}; H). Supposons que lim || g (2} ]| = + co. Comme u,{0) €

Hz|l—+=

Comme #,, demeure borné dans H* (0, T 3 H). il ¢n est de méme dans

e B, (u, (0)— a) et que wu, (0) cst borné, il en est de méme de 2, (0) et
par suite u, demeurc borné dans H:(0,T; H).
Pour et 7 = 0, on a & partir des équations (29)

T T
S (B, — Bthys 1y — )t + S 6 (At — Attty — thy) +
)]

0
T

—|—S o (0, — Nieys U, — Uy) 4t =0,
L]

T
et par suites ap || w, —un i dt < M (& - n) et le filtre {u} est de Cauchy

0
dans L (0, T ; H), soit « sa limite. On peut alors extraire une suite {u,

telle que w, (f,) converge vers o {ts) ({0 = [0, T]) ct comme
[ 1

(e, — 10, 12] = 2S (g, — U, 1 Uy, — Uy, ) L
Iy ty

on en déduit que {x, } converge vers i uniformément sur [0.T] et ©
e H: (0, T ; H). '

Comme {u, (0)} est borné, on peut extraire de cette suite une sou
suite que I'on notera encore {u, (0)} telle que cctte sous-suite conver
dans H-faible vers un élément de z. Or on a
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i
e, (1) =1y, (0) + \ 10, (5} ds,
« 0

f
d'ott A la limite, il existe unc fonction ¢ — () telle que w () = @ +S w (s)ds
1]
¢t par suite u’ = w ct u (0) = .

En utilisant la proposition 1.2 ct la maximalité de B, ct B..on en dé-
duit que we D (B} et que {Bu,,} converge vers Bu dans L2(0,T; H)-
faible.
11 reste maintenant & passer A la limite dans Péquation (29); pour
¢erla, considérons {«, B] & oof, on a par monotonie
( — . i’ * AL M
(B + of + By, — oty & — W) 200 est-2-dire

>
(B-tof — 0w e, & —Y%on) 12 o.e 0y : (Bul"’"’d)v(o.r: mz - (@u‘,_,”,um")mom 0

Le terme de gauche de Pindgalité précédente converge vers
(B + of e —u) o.roan + (Bits Wisor sy

Quant au terme de droite, sa valcur est
T

T
S op || w, 1t dt — [op (16, te,))
o )

T T
qui converge verss opllw 2dt —[op (Wru)] = (B> ) pro, 7100y
0 1]
On obtient done: V[, B] €0a
(30) (ﬁ + O-f + @Ju’ &9 — 'u) Mo, T H) = 0.

' Comme o of est maximal monotone dans L* (0, T'; ), on a

—of —Bu< o fu, Aol le théoreme.
Remarque 3.4. Le théortme 2.3 nous assurc I'existence, mais non
Punicité des solutions de 'équation (24). En reprenant la démonstration

" dupicité du théoréme 3.1, on voit que sous les hypothéses du théoreme

3.3, deux solutions de (24) ne different que d’une constante C. Cependant,
si Pun des opérateurs 4, B, ou B, est univogque et injectif, alors la solution
% est unique.

On peut en outre améliorer la convergence de la suite {u, } si I'opé-

rateur B, est d’inverse ;! eontinu. Sous cette hypothése supplémentaire
{u,} converge vers u dans C* ([0, T]; H).

~ Remarque 3.5. La relation (23) de compatibilité peut paraitre diffi-
cile 3 vérifior, Si x ct y appartiennent & D (4), elle entraine

(81) (A% — A°y»2) > 0, ¥z = By{z —y).
Considérons I'hypothise suivante :

j YA >0, Yz y) & D{B»i=12
o —ye D(p) = Jie— iy = D (B);
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alors si on a aussi:
83 VieX] =4, [1.Y] =4, 2 —y<D(@) ¥z <Bilz—o)
(X -Y.z)=20,
on en déduit (28). En effet: 4,z € AJyz, 4y € ALy soit
te B (Jux—Jyy)on a (4 — 4y 2) = (4 Ay, ) +H(Ayz — Ayz— 1),
d’apres (83) (A — Ay t) = 0; cn outre

1
Az — A y= )—\{w— y—{(Jaz — oy}

par monotonie de B, on en déduit (4, — 4,y,z — 1) > 0, d’ont (28).
4. Exemple. Soit Q un ouvert borné régulicer de R¥ et j une appli-
cation de @ x RY dans R, vérifiant
k1 Pour presque tout z < Q, s — j{(,s) est une application con-

vexe continue de R" dans R et j (z,0) = 0.
k2 Vse RY, j(.,8) € L'(Q) et il existe deux constantes positives
C, ¢t C, ct une fonetion C, de L (Q) telles que V (x,y) €Q x Q, Vs s RY
§(x,8) < Ci{G(y»8) + Co (@) + Co(y} + Cals | wbs

RY,
g > 1 et une fonction C, de

ol | .y désigne la norme euclidienne dans

13 Il existe deux constantes C, >0,
Lt (Q) telle que: Yz €Q, Vs € RY

j(z8) + Co(z) 2 Clsl
On définit alors J par ;
Ju s W) '|

i (x, grad u) d
(3%) J(u) = Snj Gl j (e, grad w) = L} (Q)
+ oo sinon

J est une fonction convexe s.c.i. dans L* () (Cf. H. AttouchJ
et A. Damlamian [1]) dont le sous-différentiel 8J est donné par

fead ) eu s Wit (Q) n L2 (Q), 3g = (L Q)Y divg = L* (D),

S(u.divg + g.gradu)de =0 et
g (2) = 95 (x, grad u (z)) P-p. sur £,
f(z) = —div g2 (x)
Par suite on notera f(z) & — div dj (2, grad u (z)).

Soient B, et B, deux fonctions monotones croissantes telles que P (0)

=0 et B, et B, leurs prolongements & L () comme opérateurs maxima
monotones.

3!"
(25) { P.p. sur .

Par troncature et régularisatior_n des By, on vérific comme dans [}]
que Vit ED(J) oy —u; € D(3) Vi = dJuy, Yfs s 8Ju,

(36) Sn(f, (@)= fu (2) By (1 () —wa (@) dz >0 (i =1, 2).

Par suite en utilisant un résultat de II. Brézis [4] et le fait que
p (8J) est densedans L? (Q)(CE. [1]) onen déduilt que Vi, 4. < D(J):u, —
—uy = D(By), si (), désigne la régularisce Yosida de 3J, on a:

(87) Sﬂ (0T 4 — (@), t2) Bs (n —wa) dix > 0.

Soient p ct ¢ des fonetions de W= (0, T} et W= (0, T) respective-
ment, p vérifiant (22), on a alors le

Théoréme 4.1. Pour toute fonction f dans L* ((0, T) X 1) et tout couple
(a, b) de D (3J), il existe au moins un couple de fonciions (u, g) fel que

we H (o, T; L Q) g(.8) = (L1(Q)*  pp. sur (0 T)
div g € L*(0, T xQ), g(x,t) =dj (z. grad .« (2,1)) p.p. surQx (0, T)
PO (.) + g ()5 (08 + div g (@ 0= (o1)

p-p. sur Q@ x (0, T)
p.p. sur 00 % (0, T)

(88)
u(x,t) =0

g'—:(w.o) — By ( (@, 0)—a (@) 5— g—;‘(a:. T) = Ba(u(z, T) —b ()

p.p. sur Q

Si Pune des fonctions B, est strictement monotone, u est unique.
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