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Therefore in this case, the problem (4) is a lincar programming problem
(if we also take V= fveR, |v | <1, i=1,2,.,n}). The algorithm jg
especially cfficient for nonlinear programming problems of the form

min {1 (&, 3)lg (@ y) < 0, b (& y) = 0}

(25)

which are relatively easy to solve when y is fixed. For example if f, g and
are lincar with respect to @, then it is natural to consider the equivaleng
problem of minimization of

J (y) = min {f (&, 1)lg (x, y) < 0, k (a, y) = O}
REFERENCES

1. Céa J. — Optimisation. Théoric et algoriflmes, Dunod, Paris, 1971.

2, Hogan W, — Directional derivatives for extremal-value funetions with applications to the

completely convex case, Operations Research, Vol 21, Nr. 1, 1973, 188—209,

4. Ilioi €. — o wunified approach of the descent method for minimization of convex functionals,

Part 1: General theory.  An. st Univ., Lasi, Tom XXV, 1978, 307—314.

4 Ylioi €. — A unified approach of the descent methods for minimization of convex funcliongls,
Part 11: Sleplenpth algoritlons, to appear in 1Bull. Math, Soe. Seci. Math. de la

1. 8. ., Tome 28, Nr. 1, 1979,
5 Levitin E. S.— .1 general method of minimization for nonsmooth catremal probl
(in Russian), J. Viscisl. Mat. i Mal. Fiz., 9, 2, 1960, 783-—806.
6. Roekafellar R. 7. — Conver analysis, Princeton Univ. Press, 1970.

Faculty of Mathematy
University of Iagi
R. 8. Romdni

Received 7.V 1979

Tasi,

analele stintifice ale Universitatii Al T Cuza® din Last
qomul MXV.s. Ia, 1979, {. 2

CONNENIONS SUR LES FIBRES SPINORIELS
PAR

MIITAL ANASTASIEL

Dans [1] on a défini et étudic les structures spinorielles sur les variétés
pitherticnnes. Dans le présent article on considere les connexions adaptées
ux strietures spinoriclles (les connexions spinorielles). Apres quelques
Lssuliats relatifs aux connexions sur les fibrés prineipaux hanachigue (§1),
on éiinit les connexions spinorielles (§2). ¥n utilisant la dérivée covariante
Ldes spincurs, on meb en évidence une famille d’opérateurs différenticls
du premier ordre (an sens de [7] p- 91) sur les fibrés spinoricls. Si la variété
est & dimension finie Fopérateur de Dirac peut étre déduil de cette famille
des opCrateurs.

1. Connexions sur les fibrés principaux banachiques. Soicnt M unc
aricte différentiable de elasse €2, modelée sur un espace de Banach M, &
n eroupe de Lic-Banach yéel et P (3, =p, G) un fibré principal (abrégé
p.) de base B, de groupe structural & et de  projection =, Nous notons
ar 12, : 1 — ug,w =P, g =G Paction de G sur P ct par 0,:G — P,usP,
application g — ug, g<b. o, cst un difféomorphisme de classe ¢’ entre
groupe G et la fibre au-dessus du point p = mp(u). Le foncteur tangent
era noté par 7'. Considérons la suite exacte de fibrés vectoriels au-dessus

I Trp!

0P xG TP 5n,TM -0 olr :

G cst Palgebre de Lie-Banach de G,

np TH cst le fibré image réciproque de TM par =p,
Trpl = {zp, Trp)y tp: TP > P,

I{u, A) = To,(A),ucsP, 4G,

Un €-fibré veetoriel est un fibré vectoriel sur lequel G opere par des
tomorphismes de fibré vectoricl. Si nous considérons les actions naturelles
G sur TP ct = TM ainsi que Yaction de G sur P X G, (u, A) g = (ug,
(g} 4), we P, g =G, A=t alors la suite (1.1) devient une suite exacte
G-hibrés vectoriels.

Définition 1.1. [8] Une connexion (infinitésimale) sur le fp. P(M,
G) est une scission de la suite exacte (1.1) de G-fibrés vectoriels.

= Matcmatesd Univ. 202



338 MIHAT ANASTASIEIL )

Soit I': mpTM — TP unc telle scission. Alors, il existe un morphisme
unique w: TP —» P x G, tel que wol = id | pxg- Pour chaque point
u < P, il existe une décomposition unique en somme directe de TP

(1.2) TP = I(P x G), ® I (zp TM)..

La décomposition (1.2) définit de manitre evidente deux projecteurs syp
T, P, qui seront notés par & {de noyau I{P x G),)et v (de noyau I'(wp, TM),).
La compatibilité de I' avec les actions de G sur =p TM et TP implique

T (ug, Z) = TR,T (v, Z),usP, g=G, Z eTM, et
(;)(TR,X“) = (ua Wy (Xu)) g’uEP: g EG, Xu ET“P’

la restriction de @ a T, P et nous avons posé
:TuP ->G, U = P, a les

(1.8)
(1.4)

oll nous avons noté par o,
o (X,) = (4, o (X)) L’application linéaire o,
deux propriétés suivantes

(1.5) oy (0, (4)) = 4, 4 =G,
(1.6) (R, )X = 0y (TRX.) = ad (g7 o, (Xu), u=P, g=G.

Soit Fg(P) 'ensemble des fonctions différentiables de classe C~définies
sur P & valeurs dans G et soit w : @ (P) —» Fe(P) une 1-forme de classe
C* sur P & valeurs dans G, définie par:

(1.7) o (X), = o, (X.), usP, X s (P),

ot G (P) est le module des champs de vecteurs sur P. Evidemment, (1.
et (1.6) impliquent :

(1.8)
(1.9)

w{oc(4)) = A4, 4=G,
Ryw=ad(g)w, g=G,

oit ¢ (4) est le champ vectoriel u — gu(A).

Réciproquement, une l-forme sur I a valeurs dans G, définit
application inverse & gauche pour £, com patible avee les actions deG sur P
et TP, grace aux formules (1.8) et (1.9). Vu que la suite (1.1) est exa
cette inverse définit une connexion sur P (M, wp, G). Done, nous ave
établi Péquivalence entre la définition 1.1 et Ja L

Définition 1.2, Une connexion (infinilésimale) surle f.p. PM,=
est une 1-forme sur P d valeurs duns G avec les propriétés (1.8) et (1.9).

Ainsi, nous avons recupéré, pour nos buts, une définition bien con
en dimension finie, des connexions (infinitésimales) sur un f.p. Une 8
caractérisation est donnée par le

Théoréme 1.1. L'existence sur un f.p. P (M, wp, G) dune conné
(infinitésimale) équivaut & Pexistence d’un projecteur h: TP — TP (ho h
avec les propriétés :

(1.10)
(1.11)

ker h =I(P x G),
TR,oh =ho TR, g=G.
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La preuve de cc théoreme est immdédiate si nous remarquons que
3} équivaut a (1.11).

Lc morphisme F =0 —h de TP délinit une structure presque-
*ﬁ,duit sur P, associée d’unc manitre naturelle & la seission I'. L’espace des
cteurs  propres correspondant & la valeur propre 1 de lopérateur
s T,P-T,P est I (PxG),. Vu que le projecteur v a la propri¢té

1.12) TR,ov =vo TR, g<G,
ll-é_c;ultr que (1.11) équivaut a
§.13) TR, oF =F o TR, g<6G.

Fn utilisant le théortme 1.1 on obtient le

Théoreme 1.2, II existc une connexion (infinitésimale) sur P(M, wp, G)
L sculement si, il existe une struciure presque-produit F sur P, avec les
i riétés

a) F,(X)=X,=X,eI(Px G),, X, TP,

b) TR,oF =F ¢ TR,, g=G.

Remarque. Les théorémes 1.1 ct 1.2 ont &té etablis en dimension
bie, par V. Cruceanu dans [2] ct [3}.

Sait (f, @ he): P M, =p, ) - P =, G)ou f: P = P, 9ot
Y ohe: M — M un homomorphisme de [.p., ¢’est-d-dire :

rpof = ho 0 7p, f(ug) = f (u) 90 (g), v P, g6,

Difinition 1.8. Soient les f.p. P (DM, wp Gy et P(M', =y G) munis
 connovions (infinitésimales) 1 resp. 17 Nous dirons que Uhomomaorphisme
90, lii) est compatible avee les connexions I' et I si avons

15) Tfol'= 1" o(f X Thy).

Remarque. La relation (1.15) équivaut &

16) @ o Tf =i {f:3¢ Ta) 0w

" La démonstration du théortme suivant se condnit comme ¢n dimension
je (voir [6] p. TO—82).

Théoreme 1.3. Soit (f, 0w o) : P (M, =p, G) - P (M, =y, Gy un ho-
g phisme de fibrés principaus, avee o un diffeomorphisme.

‘a) Soit I' une connexion (infinitésimale) sur P (M, = G). Alors, il
e une connexion (infinitésimale} unique I sur P' (M, ='p G’} de maniére
EPhomomorphisme (f, @ ho) soil compatible avec les conmeations (infinité-
ales) 1" et 1.

b) En supposant que o, estun difféomorphisme local, soit I unc connexion
finitésimale) sur P(M', 7' p G). Alors, il existe une connexion {infini-
male) wnique I' sur P (M, 7p Q) telle que Phomomorphisme (f, o, ko
Leompatible avec les connexions (infinitésimalesy I et T7.

 Soit. F un espace de Banach. En supposant que G optre sur F par un
Bomorphisme ¢ : G— GL (F), soit =: E— M le fibré vectoriel associé a
+%p G) de fibre type F. Par une modification légeére d’une preuve

.14)
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‘ o {; Marpe a montré dans [3] que le groupe Spin (). cst groupe de
de J-P. Penot {(voir [8]) on peut montrer quc toute connexion (infinjgic-13anach. :

N 1 - « J — Y 1 Trd iy e ey 1tes : N e P T i N e ’ J
simale)sur 7 (M. =, G) induit une conpesion ve torielle uniquesur = B opd Soit O(H), le groupe des opérateurs orthogonaux sur Ir de la forme

o

clest-i-dire il existe un morphisme r(lc ribll-és veetoriels Kt TE — E, g 1 .1, ol A cst un opérateur nucléaire. Le gvoupe de Lic-Banach O (H)y
que pour chague carte vectoricle (U, 7, @) de =. nous avons “leux Composanles coNNexes. Le revétement universel de la composante
(1.17) (b ok oTd )k y, f) = (o o Vsl Ly, 3) 0 38 A knnese de Fidentité SO (II),, cst exactement Spin (I, (voir [5]). Soit
) _ 171 spin (I}, Les espaces A" et A sont invariants par A (voir [9])
I, nel, oi Po(a)e L (M, ¥ :F) correspond mux svinboles dp Christoftgli ils définissent deux sons-représentations de A qui scront notées par
usuels. Notons par @ (3 e module des seetions sur M dans le {ibré vectorjglo ot A% respeetivement. Ces denx représentations A* et A sont continues,
=42 — A et possons G M) = 76 (). i} existe (voir [}, p. 17) uggggjcctives et tercductibles (voir [97]). Lespace A (I o) (en abréaé A) sfappelle
dérivation covariante unigque Vi, N =76 (M), wssocide nalurellement ghespace de spineurs relabif a SO (I1), ct les espaces AY et A sappellent
Papplication A, donnce dans unc carte vectorielle quelconque (U, 9, ) ppllc espaces de semi-spincurs relatils & SO (I}
LI8) Vil lorm= 650 beoml( Vo) - I (Y. 8.), pel., Xe @M ‘ Soit P (A, SO (I),) un f.p. de base M ¢t de groupe structural SO (H),.
(L1} Vo lsm o bunl-Vo) <) (No S2). (1), b rp. = (M, Spin (H).) qui cst Pextension de P (M, SO (II),) associce
z = o p) S, (M), + homomorphisme de veviétement g : Spin (H). - SO (). s'appelic
e T v & — W6 S ot dest kesy RPRE - olliucture spinoriclle sur P (7, SO (H},) ou structurc spinorielle swr 3
ot X, = T o X. 8, = W oSet ¢ estlesymbole dv différantiaion do Feéclll,ivc i (31, 50 () (voir [ 1) Sote (000 par (5, ¢): 3 (M, Spin (H)..)
Supposons que 3 admet une parbition de Panité. Wapres le lemme 3.1 def p (M, SO (1) Ihomomorphisme d’extension ' -
[4] ¢k In formuic (1.18) nows pouvons définir Tapplication V@ T M xilf W O Y ' P o . e
v 0 (U =75, (U} avee I un ouvert Ge M par (X, 8) - V,\',,S =F.VXS i IDcfmlE_l(Er;I-.Sl._Of(zHajpj))clc conneaion spinoriclle unc connerion (infiniité-
N A T ) SR, : Sl ey s (A, Spin (i )e ) oNe
oft X wut un chamnp nrbilrainc de vecleurs qui eoincide au point p ayes ale] S0 o AT = N : K .
X, b S e, (L) Cette application est R -lincaire relativement & X et | Soient C (P) ct C (3} les ensembles de connexions sur D (M, SO (IT):)
(1.19) V_\-p(_fS) =T J(X)8 () -e_\,pfx', S ek, (M),

'S (M, Spin (I).,), vespeetivement. Comme est un difféomorphisme
a1 il résulte en vertu du théoreme 1.3, qu'il existe une bijection £7 C(3)-
(P). Sinous notons par @ et o les 1-formes des deux connexions correspon-
Bntes par g, NOUS avons:

¥ ) ) o
1) ora(T5X7) = Toos(X3), ues, XieTik.

R(X:) et g (TepX7) sont dans les algébres de Lic-Banach des groupes
in (1), et SO (H), respectivement.
o vertu de la proposition 12 [3] nous obtenons

Cora(TEX T, =+l oa (X3} -, nes, Xseli>

oit f est une fonction réelle quelconque sur M. Nous considérons Popérat
de " différentintion covariante V : 05, (A1) = B, e (MNS—VS) donne

(1.20) (TS)p) = Ve, $)@). p= M. X, T,M, 8= HM).

En utilisant (1.19) on obtient le (voir aussi [4], p- 6)
Théoréeme 1.1. Lopérateur de différentiation covarianie V est un op
teur différentiel du premicr ordre.
9. Structures spinorielles et connexions spinorielles. Soit H un €5
de ilbert réel, séparable et de dimension infinie. Nous notons par CH
'algébre de Clifford sur 11 rélative 3 la forme quadratique Q () = | x|
— (x, ), x=H, structuré comme une C*-algtbre (vour [3}). Soit
structure complexe sur i, ¢’est-a-dire un opérateur orthogonal sur H
J* — -id. Sinous posons i ¢ = Jeet <@,y > = (z, y) + (Ja, y), o
I'espace H devient un espace de Hilbert complexe, qui sera noté pa
Soient A"H. la puissance extérieure des n exemplaires de H ¢ et A (B
— @A*H, avee la structure naturelle de Vespace de Hilbert com|

9)

i fi; cst la norme nucléaire et I k. est la norme de C*-algebre sur Cl (H)a.
2 dimension finic la retation (2.2) coincide avec la relation (5.4) de [10].
Vu que Spin {{I).. opére sur A nous pouvons considérer le fibré associé
P(M, Spin (I)..) avee la fibre type A qui sera nommé fibré spinoriel. Les
rés associds a P (M, Spin (H). ) avee les fibres type A" et A% respecti-
ment, seront nominés fibrés semi-spinoricls. Une section du {ibré spinoriel
& nommdée champ spinoriel.

Une connexion spinoriclie induit une dérivation covariante dans le
€ spinoriel qui scra nomée dérivation spinorielle. Lexistence de la bi-
ion z* implique que toute connexion sur P (M, SO (H),) induit une
ivation spinorielle.

Une réduction de groupe structural de Taf (M modélée sur H) au
ipe SO (I1), s’appelle structure_riemannicne nueléaire orientée sur M.
M est munie d’unc structure ricmannienne nucléaire orientée, le fibré

R0
L’algebre extérieure A (Ho) a une Z,-graduation naturelle, A (B
A Aot A= AH et AY = @ AP .. 11 cxiste uné
kU k=0
sentation fidele ct irréductibile F' de CIL (H). sur I'espace de Hilbert
(voir par exemple [9]). Soient CI(HY., le groupe multiplicatif des ¢lé
inversibles de Ci(H). ct
Spin (H). = {u eCl(I). |wllu? =H, uf () =pyu=1, «
oil « est involution et f est antiinvolution principale de Ci{H)»-



842 MIHAT ANASTASIEL

i
de.repéres de T est un f.p. de base M ct de groupe structural SO (H)
qui scra noté par R (M). Nous supposons que M a une structure spinoriel[J
¢’est-a-dire il exisle un f.p. S (M) de base M ct de groupe structural &
Spin (I)., Pextension de R (M) par p.
~ Dans ]a suite nous allons mettre cn évidence une classe d'opérate

d_lfl’ércnticls du premier ordre sur une variété munie d’une structure g iUrs
rielle. Soit A (M) le fibré spinoriel, Vu que Il < Cl (H).., pour tout « E.Il} "
a une application linéaire ¥ (2): A — A. Pour be Spin (/). et s=A ‘;0011
avons g

21)  A®)(F(z)s) =F (b) (F (2)s) = F (ba) s = F (bab ") 5 =

F(bab ) F(b)s =F (p (b)) I (b) s.
Soit (U @;) un atlas de la variété M et {z;: 7, (Ud—> Uix A} )

cartes du fibré spinoriel =, : A (M) - M. Les applications <o Ul
L (A) ont leur images dans A (Spin (H)..). Vu que A cst injective, =0 14(1-)’1‘
peU,;n U, sidentific 4 son image dans Spin (I).. Soient {®,: :‘1([} )p
U, » H} les cartes du fibré tangent =: TM — M. Les applications @, o (i)i‘
Uin U; > L (M) ont leur images dans SO (H), ; comme ¢ cst surjecti;ii
existe b= Spin (H). tel que g(b) = ®; 0 7 (p) = ¢ (0, 007 )p), peU,nl
Nous définissons maintenant une application '’ M)
par

(2.2)

Y (X $) (.'P) — 7:'-:31:(F (Xm)) (.S',i), peM, X, eT M, s,sA, M’
SN SNES

ot X, = =y p {Sp)-

D’aprés la relation (2.1) il résulte que la définition de ' ne dépend
des cartes locales choisies. Une connexion linéaive sur M induit une conne 1
sur A (M) et done une dérivation covariante y. Pour tout X € (M)
définissons un opérateur Dg: Hapn(M) - B aon(M) par ' '

(23) (D.YS) (P) =Y (Xp: VXPS), pPE M, S EQ‘SA(M)(P'I)

_ Théoréme 2.1. a) L'opérateur Dy est pour tout X €00 (M) un opér
différentiel du premier ordre.

b) Le symbole de Vopérateur Dy est donné par
(2.4) o1 (D) (vp) = v, (X,) 1 (X0

olt v, est une I-forme non nulle sur T,M pour chague p< M.

Démonstration. a) Soit S =&, (M) tel que le jet d’ordre 1, (*S
Vu que V est un opérateur differenticl du premier ordre, il résulte queVary

done (Dyng) (p) = 0,

_ b) Soicent f une {onction réelle sur M telle que
Soit § =B (M) tel que S(p) = s. Nous avons
o1 (Dy) (v,) (5) = Dy (#5) (p) = ¥ (X Vi, (JS)) = 1" (X, Tf (X,) 8

+ [PV, 8) =T (X, 0p(X) 5) done o1 (D) () = % (X,) ¥ (X

S

ot o est un nombre réel non nul et
¢

s I % A(M) — A (MY gittérentiel du premier ordre u
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Un calcul direct montre que
o, (Dx) (vp) 0 Ta (Dx) (vy) = « [ {X,)]ud.

X, est non nul. 11 résulte que le symbole
A Dy) (vp) est injectif seulement si v, gest injective, donc Popérateur
Dy n'est pas clliptique au sens de [7].

Supposons que M est de dimension
Jopérateur de Dirac D a Vaide des opérateu
un voisinage ouvert de peM muni d’un ¢
(X1 X ey Ante Définissons d’abord un opéra
ordre Dy sur A (M) par

finie égale & m et introduisons
s Dy (voir aussi [7]). Soit U
hamp de repéres orthonormés
teur différentiel du premier

(DeS) (p)= ¥, (Dx, ) (0}, 8 =B aan(M).

k=1

2.5)

pas du champ {Xj.., Xa}. Si Pon
considere une famille d’opérateurs Dy, de la forme (2.5) avec {U,) un recou-
yrement ouvert de M, deux opérateurs arbitraires Dy et Dy, coincident sur
U, n U;. 11 résulte que la famille d’opérateurs Dy, définit un opérateur

nique D sur M tel que la restriction de D &
Le symbole de P'opérateur D est donné par

La définition de Dy ne dépend

chaque Uy coineide avee Dy .

(2.6) oo D) (wp) = i (X 2 V(X pre)-

Parce que le champ {X,,.., X,} est un champ de repéres orthonormés

nous obtenons

21) o D) (5,) 0 D) (35) = § [06( X, )] id-

k=1

Par suite Popérateur D est elliptique.
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=
LIVIL NICOLESCU

\We define the subcharacteristie vector ficlds of the deformation al-
ehra of two alfine conncetions. The acometrical interpretation of the sub-
sharacieristic directions fields is given with the help of the holomorphically
‘ybplanar curves.

! Introduction. The manifolds, mappings, tensor ficlds and conneetions
sbout which we discuss arc always assumed to bhe C~.

Let M be a n-dimensional manifold (n > 1). We denote by Ty (M)
he sct of all tensor fields of type (r, 8) in M and by (F(M) the ring of all
eal functions on M. The set T% (M) is a module over (F(M). Particularly
or ‘T (M) and THDI) we <hall use the notation @ (M) and A (M), respee-
ively.
Holomorphically subplanar curves. We consider a tensor field Fe
TY(M) on a dillerentiable manifold M (dim M = n > 4) such that F'? =
— 5, where 3=} (M) is the Kronecker tensor. Let K <% (M) and
be a symmetric F-connection [1]. .

e consider a curve C:J — M, where J < R and let C(t) be the
ngent vector ficld along the curve. We consider a regular point p = C (&).
e suppose that the vectors C (ta), Fp(C (L)), K, and F, (K,) are inde-
ndent.

Definition 1. The point p = C(t) 8 called a (F, K, V)-holomor-
hically subplanar point if the vector (V¢ C) (ts) belongs to the subspace genera-
by vectors C (to)y Fp (C (L) ) K,, F,(K,), t.e. if there exist four numbers
g, h, e, €R such that

(96 €) (ta) = Jp € (to) + 2, Fy (€ () + by Ky £, 5 (K5)-

Definition 2. Let C:J — M (J= B) be a regular curve such that
every t =J, the veclors C ), Fewy (€ (1) Koo, and Fou (Kew ) are
endent. The curve C is called a (F, K, V) Lolomorphically subplanar
e, if all the points of € are (F, K. Vi-holomorphically subplanar points.
Let I, Iy and K be the components of V, F and K, respectivelly,
idercd in a system of local coordinates. A eurve af = 2 (f) is a (F,



