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Les directions earactéristiques et leurs Leajectoires, nommdées courbes
ont un role important dans Fétude des correspondences
projectives (voir la bibliographic de [3]).
CDans e £1 de cette Note nous associons des directions caractéristiques a
- une paire de connexions Hndaires sur une varicté de Banach. Lexistence
des direetions carnctéristiques en un point de la variété est lide a U'étude des
calenrs el vecteurs propres pour les opcraleurs quadratiques.

ats de 1] nons obtenons. dans ie §2, les con-
des direetions caractéristiques en un

earaciéristigues,
entre denx espaces afiines ou

En cimployvant Ies résull
ditions suffisantes pour Pexistence
peint de lu varictd,

1. Soit M unc vari¢ic
espace de Banach M et soit 1':

difiérentinble de elasse € modelée sur un
TM — M son fibré tangent.

Suppons que M admet des partitions de Punité différentiables de
elasse €= Notons par (F (M) Panneau des fonetions réelles de classe €=
sur 3 ct par & (M) le F(M)- module des champs de veeteurs suv 3.
Soit (U, o) une carte locale de M. Pour un champ X € (M) nous notons
par Xo: o (U) — M sa partic principale et Xowm = Ao (p) ou p=U.

Si nous considérons une autre carte locale (V. ¢) de M, telle que
Un Ve« ¢, les applications de transitions de T sont données par

(1.1) D{booN:e(Un V) LA,

ol I, (M) est Pespace des opérateurs linaires sur M ct D est le symbole de

itférentiation de Fréchet.

Définition 1.1 [2, p. 2]. On appelle connevion linéaire sur M une
pplication 7: A (M) X B (M) - (M), notée T(AX,Y)=Vx ). (V)
, Y €@ (BI), telle que pour toute carle locale (U, o) de M il exisle nne
ppgication de classe C=, T, : o(U) —» L* (M ;M) tel que Vx Y a lexpression
Citle :

Vx Y i o — DY I 2ip) (Xwnl ) + l1¢m)(-’Y<:(p)a Ywm )»

Pmm = I‘v (}U),
T, correspond aux symboles de Christoffcl.
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De cette définition il résulte que I'application <7 est (F(3)-lindaire
dans le premier argument ect:
Tx{Y +72)= 7Y + 712,
VY =X(HY +/7xY, (VX Y, 4 =B (M). [ = GF(M).

on lA lgp changement de carte locale, I'application T, se transforme se.
a loi:

Pyoy =D (Yoo) (o (p)) o [D* (e o9 u(p)) +
+ Fowm (D (209 ) (4 (p)) Dz ey (v (p}).
’L_a connexion ¥ s’appele symétrique si 'y est une application
symeétrique.
Soit I = {a, b] un intervalle de Ia droite réelle.

Définition 1.2. On appell: courie < -autoparalléle, wune courbe ¢
I — M telle que sa représentation locale o oc dans toute carte locale (U, ¢)
est une solution de Uéquation différentielle

(1.3)

f".—\

(1.4) ;_‘;C (£} + Foemn (‘;—C: {t) ’;—0-\' (t)) =r(typoe(t)

olt A est une fonction réelle définie sur I.
Nous pouvons introduire dans (.1) un autre paramitre s tel que
Iéquation (1.4) devienne :

(1.5) 202 () + Dot (908 (5), goc (5) ) = 0.

Le paramétre s s’appelle parametre afiine parce qu’ un changement al’finea'

de s constrve la forme de Iéquation (1.5). ‘
L’équation (1.4} est équivalente au systéme des équations différentielle

linéaire suivant :

(1.6) {cpoc {t) ==u (1),

i (8) = A (f) u {t) — Doun (v (&), w (t) ).

Il en résulte Pexistencs locale et D'unicité d’unc courbe V-autopa
rallétle ¢ qui satisfait aux conditions initiales

le
¢ (te) = po - (o) = X

oup =M X, =T, M— {0} :

Définition 1.3. Dewx courbes e:] > Met ¢/ : 1 - M sappellent
oseulatrices au point p = ¢ (o) = ¢ (L), to =1, si dans toute carte locale (U,
centrée dans p, nous avons

(1.7)

— —, P LS
goc{te) = goe (Lo), .., poc(ty) = poc’ {to),

(1.8)

r+1 (r+ I

— p—
poc(ld # oc (t)
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Soient <71 et 2 deux connexions lindaires symétriques sur M. L’ap-

plication B:% (M) x B (M) - % (M) définie par
1.9) B(X,Y)=9%Y — VLY, (VXY €& (M)
s l'expression locale : ,
1
(].10) B(X,Y) | om = Lo (Xown Yom) — Do (Xown Yom)-

gn tenant compte de (1.2) il résulte que Papplication B est GF (M) - bili-
séaire et quelle détermine un champ tensoriel du type (1,2) sur M. Ce champ
rensoricl s’appelle le champ tensoriel de déformation de la pairc dc conne-
gons (71, V?). Donc, pour tout p € M, nous avons 'application bilinéaire
gymétrique

B,:T,MxT,M-T, M,

jonnée dans une carte locale (U, ¢) par (1.10).
Soit A, l'opérateur »quadratique” défini par:

A, (X,) = By (X, X,), (M X, =T, M.

Définition 1.4. Un vecteur X, =T, M — {0} s’appelle vecteur propre
our Uopérateur ,quadratique” A, s'il existe un nombre réel non nul ) appelé
wleur propre, fel que Uon ait la relation A, (X,) = X,

Définition 1.3a) On appelle directioncarac téristiqueaw point p relative
ila paire de connexions (7%, 7%), la direction engendrée par un vecteur X, €
T, M — {0} ayant la propriété que ces deux courbes V! -autoparalléles
i = 1,2) qui passent par lc point p ¢t sont langentes au vecteur Xy, sont 2-05cu-
rices aw pomnt p.

b) On’ appelle courbe caractéristique, une courbe tangente dans chacun
g ses points @& une direction caractéristique en ce poind.

Théoréme 1.1. Un vectewr X, =T, M — {0} définit une direction ca-
aciéristique aw point p <M si et sculement si X, est un vecteur propre powr
wpérateur |, quadratique” A,

Diémonstration. Soit une direction caractéristique donnée par X, €T, M
{0} et soient ¢;, ¢, les deux courbes T -autoparalléles (¢ = 1, 2) qui
assent par le point p et sont tangentes au vecteur X,. Dans unc carte lo-
e (I/, @) les équations de ¢, et ¢; sont respectivement :

(1.11)

e 1 —~— —
12) Qo (S) + PQ(C.--H (poey (3)1 @oc, (5')) =0,

JRE. 2 ~— o~ —~—
13) 2065 (8) + Doy (@ocs(s), pocs (s)) = ¢ (8} 9oca (),

s est parametre affine de ¢,.
Puisque ¢; et ¢, sont 9.osculatrices au point p = ¢; {so) = ¢e

(SO)V
—_ ——
US avons: o o¢, (8) = P 0 ¢: (80), pocy($e) = poc: (s5) = Xy

—_ ~
¢ 06, (o) = @ 0Cs (80)-
tenant compte de (1.12) et (1.13) il résulte :
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Lym (Xom . X P (oo X : tim LL20 2.3) (D, 4)(H)=2 B (0, k) () v.he M
o zip) <L gip) - « ‘;-T’l) — =(ipt (“\";li‘h ""?[I’)) = F, (,s‘o) "\$(PP 2.2) :Ilrno ” > ” == 0’ ( -3) ( v ) ( )—_ (U, ) (V) v,
(Rl ad
By (N Xp) lom A X 0L 1 = 2 {30). s D, A est la fiz:fjérentielle de Fréchet de 4. )

11 en I‘("H:Z].f(‘ que X, est un vecteur propre pour Popératenr quadratique 4 Démonstration. La propri¢té (2.1) est immédiate. De la relation

Réciproquement, soit Xp= 75 M 10} un vecteur propre pour I’g g | dv | ={IB @ o) <K o] 2 il résulte (2.2).
rateur o, done il existe un nombre réel % # 0, tel que: PS ' cpe s : e
. ’ En employant (2.2) et la définition de différentiation de Fréchet on
(1.14) A, (X)) =1 X,. fptinet (2.3).

Localement, nous avons : Remarque. De la propriéié (2.8) il résulie que A est de classe C= sur M.
13 L Théoréme 2.1. Supposons :
( -]v‘) Bp (‘\p! ""*p) ]@tn) =2 J\'-;tm ) 1
o 2.4) les images par A des ensembles bornées sont compactes.

2 L : 2 1

(1.16) o (Xows Xom) — e (Nows Xem) = * Yo (2.5) Ll Towm (w2} )| — 1 Lo (0, v} 1 22 @ li* a> O.

Alors il existe un nombre réel A, > 0 tel que pour chaque » > ko, les
gombres 1{n et — 1/) sont des valeurs propres pour A et pour chaque valeur
gropre. il existe un vecteur propre de A

Démonstration. D’apres (2.3) et (2.4) I'application 4 est compacte.
En utilisant :

Soit ¢, la courbe 77 - antoparallele qui passe par le point » et est
tangente 4 X,. Sis est le parametre affine de Ja connexion 77, alors i
/7y 810Ts au point
P =0, (s) on a:

T — 1
(1.17) @oe; (sa) + Toun (Nowy Xow) == 0.

2 1 e
en tenant compte de (1.16) et {1.17), il résulte: WA (o) = Tem (v, v) — Lo (v, o) 1| 2 [l Tom (v, 0

oo o

. 1
(1.18) poe(Se) + Tom (Noms Xom) = A X — {| Tom (@, 0} | 2 « fol®

ous obtenons, pour o] =1,
|Ad{v,v)il2 a> 0.

isque I'application 2 véritie (2.2), toutes les hypotheéses du théoréme 1
¢ [1] sont satisfaites. Done, les conclusions de notre théoréme résultent.
Remarque. Soit v le vecteur propre correspondant & 1/x. De Av =1 [po =
A (-0) = — L[r (-0}, il résulle que le vecteur propre qui correspond &
1) est -v. Done, il existe une unique direction caractéristique en p qui
rrespond G chague A > o
Si la condition (2.4) est remplacée par:
2.6) Pimage de A est contenue dans un sous-espace de dimension finie, en
mployant le théoréeme 2 de [1] on obtient.

Théoréme 2.2. Supposons que (2.4) et (2.6) sont satisfaites. 11 existe un
bre réel &, > 0 tel que pour chagque A > Ao Pensemble [— 1{x, 0) U (0,1 Al
| contenu dans Uensemble des valeurs propres de A et pour chaque valeur
ropre il existe un vecleur propre de A.

Cas particulier. Soit V' une connexion localement plate. Done, il
1

R N i Iy I
On considere la courbe V2 - autoparalléle ¢, qui passe par le point g
tangente au veeteur propre X, En choisissant une paramétrisation pou
cette courbe telle qu'au point p on ait:

—~ 2
(1.19) @ocs (sa) + o (Xews Yow) = » Noa

Fn tenant compte de (1.18) et (1.19) on obtient:

(1.20) ®0Cs ($0) = 0 0&, (5,).

Ifa_ rclation (1.20) montre que lc vecteur X, définit une diree
caractéristique au point p.

2. Daprés le théoréme 1.1, Pexistence des directions caractéristi

(!ans: un point de la variété se réduit a Uexistence de vecteurs propres |

l,op_erateur nonlinéaire .1, donnde par {1.11). Localement il faut €

I’existence des valeurs ct des veeteurs propres pour une application (1

rateur ,quadratique”)} 4 :M - M donnée par 4 (v) — Blv,v), v

B:M MM est une application bilinéaire symétriqu; et con
1

- (B (1, v) = Ty (u,0) — T'g (1, v), 1, v =M).
Proposition 2.1. L’opérateur ,quadratique”" A a les propriétés suiv

(2.1} A(v) =A4(@w), (V)velM

¥iste une carte autour de p telle que Ty = 0. Si V* a les propriétés :
g 2
1) I'application v — Tom (v,0), v €M, est compacte.

2} | Pog (v, 0) || = aflo % & >0,

~ Matematicd Univ.
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connexion consta ‘est-a-dire I icati
nte, c'est-d-dire Vapplication v — Ty (v, U) est une 5

plication constante non nulle i i
R om0 » la paire (V1, ¢?) admet un continu de diree.
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Let M be a Riemannian submuanifold immersed

in M. At cach point p= M, let @, be the maximal holomorphic subspace
of the tangent spice T3, i.e. JO, = D,. I the dimension of D, is the same
for all peM, we bave a holomorphic distribution D on M.

Recently in [2}, A. Bejancu introduced the notion of a CR-
submanitold of M. M is o CR-submanifold of an almost Hermitian manilold
3 if there cxists on M a C* holomorphic distribution ©; such that its
orthogonal complement ®L is totally real in M (6), i.e. JDL T4 M, where
713 is the normal space at p.

In the present paper, we generalized some results obteined in [2],
[3] and [4] for CR-submanifolds of a gencralized complex space form. In
§3 we give a characterization of CR-submanifolds of gencralized complex
space forms in terms of the restriction of the curvature. In §§ 4 and 5, we
study different kinds of ccetional curvatare, Ricei tensor and sealar curvature
of 2 CR-submanifold of a generalized complex space form. Finally in §6,
fotally umbilical C R-submanifolds are studicd in detail.

§2, Preliminaries. Let A be a Riemannian submanifold
ost HMermitian manifold 3. We denote by V (respectively, V) covariant

§1. Introduction.

in an al-

ifferentiation with respect to the metric on M (vespectively, on M). The
vature tensor R of V is given by

R(X,Y) = VyVy — ViVx — Vi n
nd we denote by R the curvature tensor with respect to V. We write
R(X,Y,Z, W) =g(R(X, Y)Z, W).
Moreover the sectional curvature of M is
R(X,Y,X.Y)
(X XV, Y) —g (X ¥)r

The second fundamental form o is given by

1) K (XAY) = —



