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SUR LES ESPACES A CONNEXION CONSTANTE
\TTACHES AUX ALGEBRES DE JORDAN SIMPLES ET
CENTRALES. 1

PAR

1ULIAN POPOVICI

1. Introduetion. G. Vrinceanu a défini et étudié les connexions
affincs constantes [13], 14], {15] {voir aussi [10]), dans le contexte de Ves-
ace numérique réel n-dimensionnel R L’auteur de ce travail a étudié dans
(8] un type plus général de connexion affine constante, qui sera présentée
i dans la définition 1.1. Nous adopterons la terminologie et les notations
e [3), cc qui conduit & quelques différences par rapport aux formules
dge [13], [14), [15], [16], [10] et [12].

Ltant donnée une variété différentiable réelle M* d’une certaine classe
t de dimension finie n, chaque carte z: U = R™de M", avec U un ouvert
wnnexe de M7, sera identifiée au systeme correspondant de fonctions des
eoordonnées (!, ..., z"). On supposera que M*" est connexe, séparée ou non
t on désignera, pour M" analytique ou de classe C~=, par % (M®) l'algebre
e Lic des champs de vecteurs sur M" et par % (M) Vespace des champs
de vecteurs définis sur les ouverts connexes de M*. Par convention, les
indices latins &, 1, ., &, p, g, 7 prendront les valeurs 1,...,n et les indices
ecs ¢, Ay W, VY prendront, pour 7 2> 2, les valeurs 2,..., n.

Soit (M", V) un espace 4 connexion linéaire, avec M* une variété
e classe C® et soit 4 une algébre réelle de dimension n, ayant les constantes
e structure I'l; dans une base quelconque b=(b,,.... b)- La multiplication
e A est donnée par:

.l) bj bk = r;k bg-

upposons que M" admet un atlas B, tel que chaque carte z € 8 vérifie la
ropriété suivante :
1.2) les composantes de la connexion V, relatives & la carte x, sont constantes
coincident avee les T
On montre que (1.2), ainsi que les autres propriétés données dans
suite, sont indépendantes par rapport & la base b de A. De plus, latlas B
finit sur M® une structure de variété analytique réelle compatible avec la
nexion lindaire V [8] el nous supposerons que (M*, V) est muni de cetle
ture.
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Définition 1.1. Dans les hypothéses ci-dessus, on dit que le triplet|algébre réelle D(m, n) de dimension #n, ayant la muitiplication suivante
(M7, ¥, A) est un espace & connerion constante de b-atlas B. L’ensemble B*,|dans une base s = (s1,..., 8,):
de toutes les cartes @ de M" vérifiant (1.2), est appelé le b-atlas maximal de
(M. ¥V, A). Si A est une algébre réelle quelcongue, 1somorphe a Ualgébre 4, (1.8)
contenons & identifier les espaces & connexion constante (M, V, A) et (M", V, 4),
On dit que Iespace @ connexion constante (M", V, ) est de la premiére, de lg

de rf””}ic’ L L trozsz‘(’ e ""p,uf’. Hglon que: est pseudoorthogonal. Les D (m, n} constitucnt le type D d’algtbres de
(L.3) 8* est un atlas affine de M3 . jordan réelles, simples et centrales, de dimension finie.
(1.4) B* west pas affine, mais il contient un atlus affine & de M"; Remargue. Le choix des signes dans (1.8) correspond & Vinterprétation
(1.3) P*ne contient aucun atlas affine de M, en particulier 8 w'est pas affine, |des constantes de structure de I'algébre D (m, n), comme des symboles de
Remargque. Une comparaison avee la proposition 2.3 de [8]. montre (hristoffel associés d certaines m(’;trlqucs_ ps'eudqriemunnienncs _(vmr le
que la notion ci-dessus d’espace 1 connexion constante ¢quivaut a celle d’es. pql'lli—‘""i‘l)lle 4) 3 ces métrigues sont riemannicnnes sl et sculement st m — 0.
pace véel A connexion constante (ou d'espace réel de Vriineeanu) au sens Dautre part, les seules algebres de Jordan réelles de type D, ayant tous
de [8]. les ¢léments non nuls inversibles, sont les D {0, n). ) .
On a la propri¢t¢ suivantc: 'Dn_ns le paragraphe 2 on ¢tudie les deux classes suivantes d’objets
(1.6) les transformations de coordonndées de Fatlas 8° de (1.3), ainsi que celles gbométriques :
de Patlas 3 de (1.4). sont induites par le produit semidireet (Ant 4} T, §[1.9) 1a classe ® des espaces A connexion constante (M", V, 1), .1 étant une
o T, s'identific, & I'aide de Ia base b, au groupe des translations de Pespace |agtbre de Jordan réelle quelconque de tvpe D
R". } . . : (1.10) la classe € des triplets (M*, C, g), ol (M", g) est un espacc pscudoric-
Un probleme important est la constraction d'espaces & cohnexion §pannicn plat avee n > 2 ct C =% (M"), tels que ¢ soit une métrique inva-
constante pour chacun des cas (1.3), (1.4) et (1.3). Dans [8] on indique des dranie par rapport aux transformations infinitésimales correspondant au
excrples pour les derniers deux cas. Dans ce travail on construit une classe fehamp C et g (C) = 1.
d,’eSpaf:es a connemio\n constanie (J[':, V. A) de la premidre espéce, @ savoir | On montre que chaque espace (M, V. A)= 9 est de premicre espéce
eelle oie A est une algebr‘(’ de .'Im-(l.cm réelle qurjimnqu:-’ (,1:’ type ll’(vmr par exem= 4, o construit une bijection 0: (M, V, Ay (", C, g). avee C le champ
ple [1]). Les vésultats établis dans cc t,mvu'll ont été annonees, sans <lemon§_ it de (M7, v, A4), entre ® et 2. La connexion V st symétrique, car
trations, dans [Gl et [7]. Ils sont preésentcs 1€l sous une forme plus Sys‘t?' ’a'algi:hre A est commutative, mais V n'est pas plate, ear 4 est non asso-
matique ¢t preeise. ldative (voir par excmple [8, proposition 3.4]).
Définition 1.2. Soit (M, Y, A) un espace _r‘mmmiqn constante dela W Dans le paragraphe 3 on considere
premiire espéce, avec A wne algébre .(“" ffh‘m.cnt wnite 1, .'s“”’t b= (b bl 1;11) Ia classe ®, des espaces réguliers a connexion constante (M*, V, A4)
une base de A telle que by, = 1 ¢t soit 3° le b-atlas marimal de (M7, V, 4} (voir la définition 1.2). =
D'aprés (L.6). on obtient le champ €= X (L") de composantes oy s 0) On montre que 0 induit une bijection entre @, et la classe des espaces
par rappor"t aug caries de %, On dit q”':( est I‘f champ gmtc de (A7, V, A brés 3 métrique pscudoriemannienne invariante plate, au sens de Y ano
Si C est régulier au sens de P alais [5], on dit que (e, v, A).--.s't régul’wr i 1shihnra [18], de dimension plus grande que deux. On e
Remarque. Cette condition de régularité s’exprime par 'existence d pour ¢ e sicnature (4, +, +, +, —) la signification physique d'un espace
b-atlas B, tel que lintersection entre chaque feuille tangente a C et chagl 0F, v, 1) = D, dans le contexte de lat théorie unitaire de Kaluz aKlein
voisinage de coordonnées de p soit un scgment, éventuellement vide. P ], en utilisant les considérations faites dans [9, sect. 5].
V. V. Wagner a étudié dans [17] les espaces riemanniens ayant

un tel espace, on considére le feuilletage M*™ de C qui est une variété ane

lytique réelle, ainsi que la surjection canonique M* —~ M*™ qui est de F s symboles de Christoffel de seconde espéee constants et il a obtenu ainsi
: ine classe importante de métriques. G. Vranceanu a introduit dans [16]

notion d’espace de Wagner, en considérant ces métriques dans le cas

n— 1.
eudoriemannien. I1 y a deux formes canoniques pour les métriques des

Une aleébre A sur un corps commutatif K est dite algebre de Jord
si 4 est commutative et si Fon a la , loi d’associativité généralisée” sutvall

paces de Wagner, appelées dans {10} non isotropes, resp. isotropes.

Dans le paragraphe 4 on étudie

L12) 1 classe 9, des espaces & connexion constante (M*, V, A)=9D, avec V

connexion de Levi-Civita d’une métrique pseudoriemannienne sur M".

La classe ©, s’identifie d’une maniére canonique & la classe des espa-
de Wagner non isotropes, considérés d’'un point de vue global.

818 = 8§48 = 8, 6 8y = &, 8?«p.~"'1§
e =1pour 2 hsm—M,e = 1 pourn—m+ 1< Ag<n

L'algebre D (m, n) est a4 élément unité s, ct son groupe d’automorphismes

(1.7) ut (v u) = (u?v) u quels que soient u, VE 4.

A. A. Albert a classifié les algébres de Jordan simples et centr
[2], de dimension finie sur K de caractéristique zéro (voir [1]). Nous indig
ici le type D de cette classification dans le cas réel.

Associons, & chaque paire d’entiers m et n, 0 <m <% — 1, n
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On montre que 9, — &, # I, D, — 8 £ D 0D # Jet B, B,
sont des sous-classes propres de ©. On détermine la structure d’un espace
quelconque 3 connexion constante (M", V, 4) contenu dans 9, (ou dans
8,), séparé (resp. non séparé), sous I’hypothése que les feuilles tangentes
3 son champ unité soient complétes (resp. séparées). Dans le dernier cas,
(M*®, v, 4) appartient aussi a @,.

Les résultats de ce travail, ainsi que ceux de [8] et [9], ont été présentés
et discutés au Séminaire de Géométrie différentielle auprés de la Faculté
de Mathématiques de Jassy. L’autcur exprime ses chaleureux remerciements
aux Professeurs R. Miron ct V. Oproiu de cette Faculté, dont les
suggestions ont été trés utiles.

2. L'étude de la classe @ des espaces (1.9). Théoréme 2.1. Tout espace
& connexion constante (M®, V, A) € ® est de premiére espéce.

Démonstration. En supposant que A == D (m, n), ses constantes de
structure T, dans une base § = (81,.., $,) vérifiant (1.8), sont données
par:

(2.1) Th = I'i; = &, T

D’aprés (1.2), les relations (2.1) définissent aussi les composantes de la con-
nexion V, relatives aux cartes du s - atlas maximal ¢* de 'espace & connexion
constante {M", V, A4). Les composantes
la connexion V, relatives aux cartes de o”, sont les suivantes :

€y Ouuy by = 0, g, = £ L.

(2.2) L = Ry = R = Bl = 0,
(23) R{u.u = g3 . (83 8)\[1. 8; 81,_,)-

Soient maintenant deux cartes quelconques z, ¥ € o', ayant les
domaines de définition non disjoints. Alors les fonctions ¢ = 8 2% [2 z' sa-
tisfont aux conditions suivantes:

ac i
— 3 i
(2.4) —= =The — T €F ¢k,
Jdx
h h
(2.5) Ri.ch — Ry, cfclcp =0

En prenant h =1, i=3% j=uw, k= dans (2.5) et tenant compte
de (2.2), il vient:

=)

2%

—

-] 1 __
R, c; =0.

la relation (2.6) donne, pour A= # v:

¢t — 0 quelles que soient les valeurs de Pindice v =2,., " _
En prenant { = 1, j = p, k = 1 dans (2.4) et tenant compte de (%
et de (2.7), il vient:

)
D’apres (2.8),
(2.7)

E evep 6y = 0.

v

(2.8}
Les relations (2.7) et (2.8) nous donnent: :
(2.9} ¢} = 0 quelles que soient les valeurs de Uindice v = 2 ..., .

Prenant i = A, j =1, k = v dans (2.4) et tenant compte

de {
(2.7) et (2.9), il vient: 5
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i2.10) A —elcd =0, done ¢} = 1.

En prenant i=%, j=p, k=1 et puis i=2X j =, k=vdans (2.4)

ot tecnant compte de (2.1), (2.7), (2.9) et (2.10), il vient:

(2.11) ¢} = const. quelles que soient les valeurs des indices \ el p.

D’apres (2.7), (2.9), (2.10) et (2.11), les fonctions ¢§ sont constantes,

jone la transformation de coordonnées x’ o 2~ de o est affine. Les cartes

of ' étant arbitraires, il en résulte que ¢ est un atlas affine. Q.E.D.
Définissons, & l'aide des constantes & de (1.8), les transformations

affines suivantes de R": .

g12) st = ot f e at =dat + A P eagg=abea==+1
v

ui constituent un produit semi-direct O (m, n) . Ty. Le groupe pseudoor-
thogonal O (m, n) est donné par les transformations (2.12) avec =0,
tandis que T, est le groupe des translations de lespace R®. Le groupe
des wutomorphismes de l'algébre D (m, n) coincide avee O (m,n). D’apres
(1.6), le théoréeme 2.1 conduit au
Corollaire 2.2. Soit un espace ¢ connexion constanie (M*, V,4)= D de
caflus mazimal o*, ol la base s vérifie (1.8) pour A = D (m, n}. Alors les
yans/ormations de coordonnées de o sont induites par le groupe O (m, n). T.
Remarque. Si P'on remplace les e, de (1.8) et de (2.1) par — &, on

{obticnt une autre algebre A=D(n —~1—m,mn),

ayant les constantes de
sructure I'j; dans la base s, ainsi qu'une autre connexion linéaire V de
3*, avant les composantes I’ % relatives aux cartes de o". Remarquons
que les groupes O (m, n) et 0O (n — 1 — m,n) sont isomorphes. D’aprées
{1.2), le triplet (M, V, A) est un espace 4 connexion constante contenu
dans ®. On obtient ainsi 'involution t sur @ suivante :

= (M"Y, D (m,n)) - (M, V,D(n~1—m,n)).

Considérons maintenant la classe € des objets (1.10). Etant donné
un espace pseudoriemannien plat (M*, g), 7 >2, muni d’un champ C =% (M"),
remarquons d’abord que (M", C, g) =2 si et seulement si

(2.14)

(2.13)

la dérivée de Lie Lo g est nulle et g (C) = 1.

Théoréme 2.3. Un triplet (M”, C, g), avee (M", g), n>2, un espace pseu-
doriemannien analytique et C < X(M"), est contenu dans & si et seulement si

R15) g=(@o) + ¥ add) a==%21eC=C(10,.,0)
A=2

par rapport & chague carte x d'un atlas « de M?, les ¢, étant précisées dans
1.8). Si l'on considére Patlas o de M", constitué par loutes les carles x de
M* vérifiant (2.15), alors les transformations de coordonnées de o* sont induiles
par O {(m, n). Tn.

Démonstration. Si M® admet un atlas o« dont les cartes satisfont aux
tonditions (2.15), il est clair que (M", C, g)=% et les transformations de
toordonnées de o sont induites par O (m,n). T..

—

— Maiematicd Univ.
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Supposons maintenant que (M*", C, g) €2 et choisissons, au voisin
de chaque point de M", une carte y = (y',..., y") telle que les composante,
de C relatives A y soient (1, 0,..., 0}. En désignant par g, et T}, les compg
santes de g resp. ses symboles de Christoffel de seconde espéce relatifs a
y, les conditions (2.14) nous donnent:

(2.16) g5 = 815 (y? e Y*) €t g1y = 1, done I, = 0.

D’autre part, le systéme
at y" =F§kay't
oyloyt oy

est complétement intégrable, car la métrique g est plate. En tenant compte
de la derniére relation (2.16), il résulte que chaque solution y’ =y’ (y* ..., ¢
du systeme (2.17) est de la forme:

(2.18) ¥ =y 9 (Y e W7+ V(e ¥

On obtient ainsi, au voisinage de chaque point de M", une carte y’, ol les
composantes gj; de g relatives & y’ satisfont aux conditions :

. oy ay*
Ehx 2y . 2y
D’apres (2.18), les relations (2.19) s’écrivent:

(2.17)

(2.19)

= L4 Bax = const.

(2.20) g9 9 = gus
. d ¢ .,
2.21 e A= i, — .
( ) y'8a9 P + Zisp 2y S’
L a9t ¢ , A9 gl et gy '
2.22) 1)2 . NI TRV P S & °x. — g {
{ {(¥") g”ay" a yg”ayl Py Uay" 24 B

D’apres (2.16) et (2.18), les gyy, 9%, §* sont indépendants par rapport & yh
Les g, étant constants, les relations (2.21) et (2.22) conduisent &

. ¢ ¢ , ot oY dof o
) g9’ - @-—O,gu(y*-i’— £ 99) 2% _ o,
Iy d y" g y" dy*
d’oli les composantes of de C relatives & ' sont constantes, car la matrice

(@‘ y .22 ﬂ:)

oy oy
est non singuliere. D’aprés (2.20), une transformation linéaire convenat
y - x conduit & (2.15). Q.E.D.
Définition 2.1. L'atlas «* de M*, donné par le théoréme 2.3, est dit I'a
adapté du triplet (M", C, g)= 2.
Remarque. L’atlas adapté «* d’un triplet quelconque (M", C, &)
détermine uniquement la métrique g et le champ C. !

L
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Théoreme 2.4. Il existe une bijection 0:9 — & qui associe & chaque

L (M, C, g). L’injectivité de 0 est immédiate.

ace @ connexion constanie (M", V, A}=9 de s-atlas maximal o*, ot la base
wérific (1.8) pour A = D (m,n), le triplet (M", C, g) €2 d’allas adapté "
champ unité de (M*, V, A} coincide avec C.
Démonstration. D’apres le corollaire 2.2, le s-atlas maximal ¢" de
» V, A) €9 définit une métrique pseudoriemannienne plate ¢ unique sur
et un champ C € % (M*") unique, qui vérifient (2.15) avec les ¢, donnés
r (1.8). Tenant compte de la définition 1.2, C est le champ unité de (M",
, 4). Le théortme 2.8 montre que (M* C, g)=¢€ etson atlas adapté
+ contient a*.
Ftant donnée une carte quelconque z € «', choisissons une carte
e o* telle que Pintersection des domaines de z et y soit non vide et con-
e. D’aprés le théoréme 2.3, l'application x oy est induite par une
nsformation de O (m, n). T, et alors les composantes de V rclatives a
sont données aussi par (1.8). Donc z < o, c’est-a-dire o* = o,

I On obtient ainsi I'application 8: ®— &, donnée par (M* ¥, A) -

Soit maintenant un triplet quelconque (M", C, g) = & d’atlas adapté
L Alors il existe une connexion linéaire unique V de M” dont les composan-
b, relatives aux cartes de o sont de la forme (2.1). Il en résulte un espace
b connexion constante (M", V, D (m, n)) tel que son image par 8 coincide
sec (M", C, g). Par suite 0 est surjective. Q.E.D.

Remarque. D’aprés (2.14), les transformations infinitésimales déter-
gnées par le champ unité C de 'espace 4 connexion constante (M", V, A4}
8 sont des isométries relatives & la métrique g et Ia connexion linéaire
st invariante par ces transformations.

. Définition 2.2. La métrique psewdoricmannienne plate g, donnée par le
prime 2.4, est dite la méirique réduite de Pespace @ connexion conslante
v, 4) 4.

Remarque. L'involution =
sur 9 suivante :

sur ® domnnde par (2.13) définit l'involu-

8 a<T o 8-1 s (ﬂf", C, g) — (ﬂIns C:g):

i ces deux triplets de € ont le méme atlas adapté et les deux métriques
fét ¢ correspondent aux constantes e, resp. — & dans (2.15).

3. L'étude de la classe 9, des espace (1.11). K. Yanoet S. Ishi-
ara ont étudié dans [18] les espaces fibrés a métrique riemannienne
wariante. On peut géndraliser sans difficult¢ ces structures, ainsi que les
kiltats de [18), pour le cas pseudoriemannien.

¢ Définition 3.1. Soit une surjection 11: M" - M"™, de variélés ana-
fligues réelles ou de classe C*, de rang maximum (égal a n—1). Supposons
e chaque espace 117 (v), v & M" 7, dit la fibre au-dessus de v, est connexe et
Wil existe un champ mon singulier C = % (M*), tangent en chagque poini
€ M & la fibre passant par u, qui est une sous-variété unidimensionnelle
M. §°il existe une métrique pseudoriemannienne g sur M" pour lagquelle

ch=0 et g(C):l,
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on dit que (M", M" Y M, C, g) est un espace fibré & métrique pseudoriemanniengyct la 1 - forme (3.2) et la métrique (3.3) données par:
invarianie ; M" est Pespace total, M"™" est la base, 11 est la projection, C est
champ de structure et g est la métrique.

Remarque. Ytant donnés deux espaces fibrés & métrique pseudor;
LSS -l'm'/arlante.(M", M, I, C, g) et (M*, M™% I, C, g), alors glatives aux cartes & resp. «'. Par suite, @ est fermée et g’ est plate. En
existe un dlil'eomorph_)srpe unigue f: M* - M" pour lequel foll =Jj fili=ant les coordonnées adaptées d’un espace fibré a métrique pseudorie-
En utilisant un tel difféomorphisme, convenons d’identifier deux structdr'annienne invariante [9], on établit facilement une propriété réciproque.
quelconques de ce type. “4, obtient ainsi le résultat suivant (voir aussi [18]}:

Proposition 3.2. FEtant donné un espace fibré @ métrique pseundoriema-
Lowne invariante (M*, M*™, 11, C, g), désisnons par g la projection de g et
ro la 1 - forme de structure. Alors la métrique g est plate si et seulement
o est plate et o est ferméc.

1,03 w=datet g =Y a(d?y, ea= £ 1,
Yoo

On considére la 1-forme de structure w suivante sur M":
{3.2) o(X)=g(C, X), X €% (M").

A chaque champ Y € %' (M"™) correspond un champ Yte exn‘(M_
orthogonal & C et tel que d IT {Y*) =Y. Les fibres étant connexes ,)j Présentons maintenant un type spéeial d’espace fibré & métrique pscu-
existe une métrique pscudoriemannienne unique g sur M*7, dite la I’Jro Lriemannicnne invariante. Etant donné un fibré principal différentiable
jection de g, pour laguclle “Juelconque en cercles M* (M", K,), » > 0, dont le groupe structural K est

. Ly . s L cercle de longueur 3, identifions I’aleébre de Lie du groupe A5 ala droite
E8 g(¥) =g (V") quel que soit le champ ¥ & (M), :e]lv R et cons;i‘dérons la métrique rieglgnannienne g sugr laldistribu’rion ver-
feale de M* qui associe, & chaque champ vertical fondamental V* de M*,

On montre facilement que chaque difié i LM
ifféomorphisme f: M"™ 5 M \ ‘ i - ) o
considéré dans la remarque concernant la définition 3.1, est une isométried, R, le réel l/ oS désigne par 1 fa pr(')Jectlon"(ianomque M > M,
relative aux projections de g sur M*7 et T t4ors chaque métrique pscudoriemanuienne g- sur M1 et chaque connexion
) A : et - ir sur M définissent la métrique pscudoricmannienne ¢ suivante sur M® .

Théoré‘me 3.1. Svit 0, la vestriction a@ D, de la bijection §: D=4, donnée
par le théoréme 2.4. Alors 8, induil une bijection

(3.4) 0, : (M*, V, A) — (M", M*1, 11, C, g)

87) gX) = g (dIL (kX)) + ¢ (0 X) = g{d(X)), +&" (v X)

1. 1 X et v X sont les composantes horizonlale resp. verticale, relatives
01 connexion T, d’un vecteur tangent quelconque X a M”. Les fibres de
if* sont des cercles de longueur constante, égale a 7, par rapport & la mé-

5

entre D, et la classe des espaces fibrés & métrique pseudoriemannienne invg.
riante plate, de dimension n> 2, olt C est le champ unité et g est la métriguely’ ique g-
réduite de Pespace & connexion constante (M", V, 4)< @, (voir les définitions | Désignons par C un champ vertical fondamental de M*, pour lequel
1.2 et 2.2). ¢ (C) = 1;remarquons qu’il existe deux tels champs, opposés 'un 2 Fautre.
Démonstration. Remarquons d’abord que, pour chaque espace fibre il est. facile & montrer que (M", M*7, 11, C, g) est un espace fibré & métrique
& métrique pseudoriemannienne invariante (M", M*™, II, C, g ), le champ eudoriemannienne invariante, sa 1-forme de structure coincide, au signe
de structure C est régulier. D’aprés la remarque concernant in définition I avec la 1-forme de la connexion I' et la projection de g coincide avec &'
3.1, la bas'e M» g'identifie au feuilletage de C et Il s’identifie & la surjee Dans [9] on considere les espaces fibrés A métrique pseudorie mannienne
tion canonique M™ - M* [5]. Ainsi, (M", M*™, 11, C, g) est caracié isilinvariante dans un cadre plus général et on détermine leur structure, sous
par le triplet (M", C, g), oit la variété différentiable M™ est munie d'un champibypothese que les fibres soient completes (des cercles et des droites) par
C = ’% (M™) régulier et d'une métrique pseudoriemannienne g, vérifiant & Rpport aux métriques correspondantes. Cette hypothise équivant au fait
conditions (3.1). ] we les fibres soient sépardes et completes, relatives a la topologic induite
Tenant compte de cette propriété générale, le théoréme 8.1 est unelier I'cspace total. Tenant compte du théortme 3.1 et de la proposition
conséquence immédiate du théoréme 2.4. En effet, les conditions (31 2, alors le corollaire 10 de [9] conduit au
(2.14-_) coincident et alors (M", C, g) appartient a4 & si et seulement 8 Théoreme 3.3. Soit un espace & connexvion constanie (M*®, V, 4} 9,,
métrique g est plate. Q.E.D. _ Wi C son champ unilé, soit g sa métrique réduite, soit M" * le feuilletage de
Soit (M®, M*, T, C, g) un espace fibré & métrique pseudorieman t soit 11 la surjection canonique M® — M*"2. Si les feuillcs tangentes a C
ne invariante plate. D’apres le théortme 2.8, g et C sont de la forme (2. it conplétes et si M? est séparée, alors M" * est aussi séparée et il existe une
par rapport aux cartes de l'atlas adapté « de (M", C, g) = 2. Chaque @& Jirique pseudoriemannienne g’ plate sur M, telle quon ait Pun des deux
Z — (2% @* ..., ") = o définit une carte @ = (27 ..., 2*) de M™%, telle W suivants : (3.8) M" est un fibré principal en cercles M" (M""', K;), Il est
biprojection correspondante, g est donnde par (8.7) avec T une connexion plate
(8.5) m: (z, 22 ,..., 2%) = (2*,..., 2°), . M" ot C est un champ vertical fondamental et normé par rapport a &4
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B9 M =M1 xR, g=g odll 4 dt*, avec Il la premiére project

M? - M* et t la deuxiéme projection M* — R, le champ C étant dﬂ:fm

par di(C) =1 et d11(C)=0.

Remarque. D’apres [4], les variétés différentiables séparées g et
M"1 sont paracompactes, car elles ont des métriques pseudoriemannienneg
D’aprés [9], si M n'est pas séparée, alors les feuilles tangentes 3 C peuvey
étre compléetes et mixtes (des cercles, ainsi que des droites). Si les feui]le
tangentes & C sont seulement séparées, alors ce sont des cercles, des droitegs
des semi-droites et des segments. L'exemple suivant montre que le feyj.
letage M™~* n’est pas nécessairement séparé pour M” séparé.

Exemple. Considérons les trois sous-ensembles suivants de l'espage
euclidien E*:

E ={z,z,2)eE*: —1gat< ], 2® <0},
(8.10) E =iz, a) e E’: —1 <a' <0,0 < x%,
E’ ={(z, 2% a®) € E*:0 < x* <1,0< a%}.

Soit {M?, g) I'espace riemannien plat, obtenu de E U E’" U E”, en' identi.

p——
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yransformations de coordonnées de ¢* sont induites par O (1, 5). T, tandis
que g et C sont de la forme (2.15) par rapport aux cartes de ¢*. A chaque

|carte @ € o* correspond une carte 2’ de A%, telle que I et g soient de la
forme (3.5) resp. (3.6) ; de plus n = da* + 0’ quelle que soit = o”, oll %
est une 1 - forme sur M*. Par suite, chaque carte < o' peut élre considérée
comme un systéme inertial, gravitationnel et électromagnétique, dans Uunivers
de Kaluza — Klein (M, M*, 11, C, a).

4. L’étude de la classe 9, des espaces (1.12). Remarquons d’abord
que les transformations (2.12) avec ¢* = 0 constituent, pour les ¢, donnés
ar (1.8), un produit semi-direct O(m, n). Ty, = O (m, n). Ty, olt T,., est
un sous-groupe de T,. La sous-classe &, de @ est caractérisée par le

Théoréme 4.1. Soif un espace & connexion conslante (M", V, 4)e®
de métrique réduite g et soit, pour A =~ D (m, n), une base s de 4 vérifiant
(1.8). Alors V est la connexion de Levi-Civita d'une mélrique pseudorieman-
pienne a sur M", si et seulement §'il existe un s-atlas o de (M", V, A) tel que:
(4.1) les transformations de coordonnées de o soienl induites par le groupe
0 (m, n). Ty .

La connexion V délermine, & une homothétie pres,
est globalement conforme & la métrique réduite g:

la métrigue a, qui

fiant chaque point (=1, 22, #*) € E au point (1, x*, 2*) € E. Considérons}
aussi les deux plans suivants de E?:

(811) P' = {(z, x% 2%) € E*: 21 = O}, P" = {{a", 2%, )€ E*: 2" = 1},
Soit (M?, g') 'espace riemannien plat, obtenu de P’ n P", en identifiant

chaque point (0, 22, %) € P', z* < 0, au point (1, 27, 2°) € P" et soit
Il : M* - M*® la surjection définie par:

(0, 2%, &%) si (2, 2%, 2’)= E U E,
(1, xt, z?) si (a2, a?, 2®) Ey E".

Il en résulte un espace fibré a métrique riemannienne invariante pla
(M2, M2, 1L, C, g), avec g’ la projection de g, qui est 'image par 8, d’un espac
a connexion constante (M3 V, D(0,3)) € ®,. Les feuilles tangentes a
champ unité C sont des cercles et des segments, I'espace total M* est sépare
tandis que le feuilletage M? est non séparé.

On peut représenter I'univers physique de la théorie unitaire de K
luza-Klein par un espace fibré a métrique pseudoriemannienne 1
variante (M®, M1, 11, C, a), olt M* et M* sont séparées, donc paracomps
la métrique a est de signature (+, +, +, +, —), la projection &’ deea
de signature (4, -+, 4+, —) et (M*, a’) est un espace-temps. Le pote
électromagnétique est donné par Ja 1 - forme de structure y et le pote
gravitationnel est donné par Ja métrique a’. Alors la métrique a rep
le potentiel du champ unifié, électromagnétique et gravitationnels

En supposant qu’il existe une structure d’espace fibré & métrique
doriemannienne invariante plate (M®, M4, 11, C, g), alors c’est I'imag
6, d’'un espace A connexion constante (M, V, D(1,5)) € 9, de
unité C, de métrique réduite g et de s-atlas maximal o, ou la basec &8 ¥
(1.8) pour m = 1 et » = 5. D’aprés le corollaire 2.2 et le théoreme

(3.12) (x, 22, %) — {

(42)a =ce™ g, ¢ € R, e #0,par rapport & chaque carte © = (' ,..., 2") €c

Démonstration. Supposons d’abord qu’il existe un s-atlas ¢ vérifiant
(4.1). D’apres le théoreme 2.4, la métrique réduite g est donnée par (2.15)
dans les cartes de o et alors (4.2) définit une métrique pseudoriemannienne
o sur la variété M* entitre. D’autre part, si I'on utilise 'expression locale

(o) + %

(4.3)
I Aml

a= ¢e® [ s;(da:")zl, a=+1,c€R, c#0,

Lon montre facilement que les symboles de Christoffel de la seconde espéce,
relatifs & chaque carte z € o, de la métrique a sont constants, & savoir
ce sont les T de (2.1). Ainsi, V est la connexion de Levi-Civita de la métri-
que a.

Supposons maintenant que V est la connexion de Levi-Civita d’une
métrique pseudoriemannienne @ sur M" et considérons I’équation de Ricei

aa”
ay*
relative & une carte quelconque y d’un s-atlas p de (M*, V, 4). En prenant
k=1 dans (4.4) et tenant compte de la premiére relation (2.1), on a:

.5)

[4.4) = T4 @ + T 8iry

as; = eV ayy, @y = ais (Y* 5o Y°)-
D’aprés (2.1) et (4.5), P'équation de Ricci (4.4) nous donne:

fay o . Oy, . .
6yv——2 v,a—y;-—-ﬂpv"euswaxu
day,

— &y Bav iy — ©v Swv Opa

oy
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Tenant compte de la symétrie entre u et v des dérivées &% a9 y* 8 g | Sic# 0, alors {4.12) se réduit & la forme canonique {+.3) avec e = + 1.

il résulte de (4.6G) la relation suivante : $i ¢ = 0, on obtient de (4.12) les deux formes canoniques suivantes :
|

(4.7) S @ — By @i = 0. I' 4) 2 derder + 3 e (dav) +1
i 9.2 sy 4.1 a =g adx? gy (A& £y = ]
Si l'on chom:t3 pour v fixé, A = p # v dans (4.7), on obtient aj, = ¢ ( [ 'y§3 ! ]’ ! ’
Alors les relations (4.6) conduisent a: - #
’ ’ i ’ 3 = )2 =
(4.8) Ty = € 3. @51, @y, = const., a;, = 0. {4-13) a gl efda'), & 4+ 1.
R* U/ :ogomc’lé?'in?;mq;;e. carte y ¢, y: U, — R" la carte «:U, , | papres (4.13), la forme canonique (4.3) représente le cas ,non isotrope”,
T v par: tandis que (14.14) représente le cas Jisotrope”, par rapport au vecteur ¢
1 . Remarquons que les symboles de Christoficl de la deuxi¢me cspeece
1— g1 A ‘ 2 : .
(4.9) “ Y +2ln lan |, &% =y . Ti. correspondant a la forme canonque (4.12), sont toujours constants,
Déei ] : A savoir:
ésignons par ¢ le s-atlas des cartes . D’apré 5 - : ;
I's p rtes . D’apres (4.3), (4.8) et (4.9), la me. (+.16) I, = 8l + dic, — ¢l ey ¢f = ¢ ¢y

trique a est de la forme (4.3) relative a chaque carte @ € g, oll ¢ = ¢, =
= £ 1 et_.les ex sont précisés dans (1.8). Si z, 2’ = ¢ aveec U, et U, ;0}_, | Lc tenseur de courbure R de la métrique ¢ a les composantes :
disjoints, il résulte de (4.3) que 2'* = z' et e, = &,. La variété M*® zétant
connexe, il est facile a montrer que e, = g, quels que soient @, ¢’ s g
On obtient ainsi les propriétés (4.1), (4.2).

. Si a est une autre métrique pseudoriemannienne sur 31" dont la con-
nexion de Levi-Civita coincide avec V, les considérations faites plus haut

montrent quea = €, a, &, = R, &; # 0, dans chaque carte @ € 6. On montre

aussi que les ¢, ne dépendent pas de 2, donc @ et a sont homothétiques. Q.ED.

Remarque. Si a est une métrique pseudoriemannienne quelconque
sur M*®, dont la connexion de Levi-Civita coincide avee V, on peut modifier
le s-atlas o tel quion ait (4.1) et (4.2) avec e = & 1.

Dans [12] on établit une variante locale du théoreme 4.1. .r
! Définition 4.1. Soit (M*, a) un espace pseudoriemannien non pldt."‘l’t
de classe C2. On dit que (M*, a) est un espace de Wagner si R™ a une méirigu
pseudoeuclidienne Q et M™ a un atlas B tels que chaque carte x < P vérifie
les deux conditions suivantes:
{4.10) x est une application conforme relative aux métriques a el Q; “!1
(4.11) &t existe les réels Iy, qui dépendent de la carte w, lels que les symboles
de Christoffel de la seconde espéce, relatifs & z, de la mélrigue a soient cong
tants el cotncident avec les L. '

ﬂemargue. Soit V la connexion de Levi-Civita de la métrique
D’apres le corollaire 2.5 de {8], la condition (4.11) ci-dessus induit
structure analytique réelle sur P’espace & connexion linéaire (3", V), &
lals tﬁ. D’aprés (4.10), chaque espace de Wagner (M", a) est conformém
plat.

I h H q N o,
(+.17) By = 8hepep + ¢ ejeg — 8 coey—checy — e (8 o — 8k eap)s

Joit on obtient les composantes du tenseur de Ricci § associ¢ a R:

('1-.18) lgij-—: R,‘-‘}u =(ﬂ'— 1).(6{6’—6.0”)-

Dans le cas (+.3), les formules (+.16) et (4.17) se réduisent respectivement
a(2.1) et (2.2), (2.3)

Si n — 2, toutes les composantes R}y de (4.17) sont nulles. Par suite,
chaque espace de Wagner (M", a} est de dimension n > 2.
: Proposition 4.2. Un espace pseudoriemannien (M", a) de classe C*
est un espace de Wagner si et seulement sin > 2et (M, a) admet une structure
analytique réelle, définie par un atlas a de M* vérifiant Pune des conditions
suivantes :
(4.19) 4l existe les constantes ex = £ 1 et e = & 1, telles que la métrique
a soil de la forme (4.8) par rapport & chaque carle ¥ € a3
(4.20) il existe les constantes ey = £ 1, telles que la métrique a soit de la
Jorme (4.14) par rapport a chaque carle x € a.
. Démonstration. Soit V la connexion de Levi-Civita de la métrique
a. Si M", n > 2, admet un atlas « vérifiant (4.19) ou (4.20), alors chaque
tarte o = o satisfait aux conditions (4.10) et (+.11). D aulre part, dans le
eas {4.3) ou {1.14) il existe des composantes non nuiles R, de la forme (4.17)
pour » > 2. Par suite (M", a} est un espace de Wagner.
Si (M", a) est un espace de Wagner, alors » > 2 et 'atlas 3 de 1I”
érifiant (4.10) et (4.11) induit sur (M", V) une structure analvtique réelle
voir la remarque concernant la définition 4.1). A chaque carte de B corres-
nd une carte x de M”, telle que la métrique a soit de la forme (4.3), (4.14),
u(4.15) par rapport a z. D’aprés (4.18), I tenseur de Ricei § de la métrique
est de rang » — 1, 1, resp. 0. Par suite S est de rang localement constant,
one constant. Ainsi, les cartes & constituent un atlas o vérifiant (4.19) ou
4.20), car (M", a) est supposé non plat. L’expression de a étant analytique

Tenant compte de (4.10) et (4.11) dans I’équation de Ricei, la métri
a est de la forme: :

(4.12) a = a*i ¢ d’ da*, ¢y, € = const.,
par rapport & chaque carte x € . Posons:

: sk
(4.18) c=ceje ey =384, - ;
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relative & chaque carte z € «, il en résulte que « induit sur (M*, a) une
structure analytique réelle, qui coincide avec celle définie par B. Q.E.D

Le rang de S étant constant, la proposition 4.2 conduit 4 la décompoi
sition suivante de la classe des espaces de Wagner, en deux sous-classeg
disjointes :

Définition 4.2. Soit (M", a) un espace de Wagner muni de la structuy,
analytique réelle donnde par la proposition 4.2. On dit que (M", a) est ngy
isotrope ou isotrope selon qu’on a (4.19) resp. (4.20).

11 est clair que la connexion de Levi-Civita d’un espace de Wagner
queleonque (isotrope ou non) définit une structure d’espace A connexion
constante. Dans [6] on indique d’autres détails concernant les espaces de
Wagner.

Le théoreme 4.1 et la proposition 4.2 conduisent au

Corollaire 4.3. Il existe une surjection 6, :(M", a) » (M", V, 4) de
la classe des espaces de Wagner non isotropes sur 9, ot V estla connexion de
Levi-Civita de la métrigue a. Deua espaces de Wagner non isotropes (M», a)
et (M", a) ont la méme image par 0, st et seulement si M "M et les mélrigues
a et a sont homothétiques.

Remarque. Soit une base s de 4 =~ D (m, n) vérifiant (1.8) et soit g
la métrique réduite de (3", V, 4). Un atlas ¢ de M" satisfait & la condition
(4.19) si et seulement si ¢ est un s-atlas de (M", V, A), tel quion ait (4.1)
(4.2) avec e = 4+ 1.

On peut généraliser le théoreme 8 de [6] sous la forme suivante;

Théoréme 4.4, Soit un espace quelcongue & connexion consiante (M®,
V, A) € ®,, de champ unité C, U'image par 6, d'un espace de Wagner non
isotrope (M*, a). St les feuilles tangentes a C sont séparées, alors ce sont des
droites, des semi-droites et des segments et (M*®, V, A) est régulier. Si U'on con-
sidére le feuilletage M de C et la surjection canonigque Il : M* — M" 7, alors
il existe une métrique pseudoriemannienne unique g’ plate sur M" ™, telle qu'on
ait les deux propriélés suivantes :
(4.21) M™ s’identifie & un ouvert connnexe de M"* X R et Il s'identific a la
restriction de la premiére projection M*™ X R - M"™ & M";
(4.22) a = ce* (g od Il -+ di?), avec € =+ 1 et t la restriction de la deuxiéme
grﬁjc(ag;'on M1 R — RaM? le champ C étant défini par dt (C)=1¢

= 0.

Démonstration. Considérons une base s de 4 = D (m,n) vérifiant
(1.8) et un s-atlas o de M", V, A), vérifiant (4.1) et tel que, pour chaqué
T <o, 2=/(a,.,a"): U, - R", Pouvert z (U,) soit un cube, ayant lés
cOtés paralleles aux axes de coordonnées. Soit I, Pintervalle ouvert &* (U:
de R. Désignons par £ : M* — R la fonction analytique ouverte qui associ
4 chaque point . & M", le réel @' (1) pour chaque carte z € g avec u < U

La restriction £, de £ & une feuille queleconque v tangente 4 € est 8U
ouverte et donc v n’est pas un cercle. Alors &, est une application monoto
de la droite, ou de la semi-droite, ou du segment v dans R. Il résulte
I'image réciproque par &, d’un intervalle I, quelconque, » = g, avec
nv# &, est un intervalle ouvert J, de v. D’autre part, &, réalise une
jection‘de U. n v sur I, et done U, n v coincide avee J,. Ainsi, I'esp
connexion constante (M", V, 4) est régulier,
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Pour établir la propriété (4.21), on identifie M* 4 son image par I’ap-
plication suivante qui est analytique, injective et dec rang n:

(4.23) fiMr - M x R, f () = (T (), E(u) ), dE(C) = 1.

Tenant compte du fait que image par f de la métrique réduite g de (M",
v, A) est de la forme g’ e d I -} dt 2, la propriété (4.22) est une conséquence
immédiate du théoreme 4.1. Q.E.D.

Remarque. Le feuilletage M"t n’est pas nécessaircment séparé pour
M" séparé. En effct, I'intersection entre I'espace M?, construit dans I'exem-
plc du paragraphe 3 et le plan P, donné par (3.11), définit un espace séparé
4 connexion constante contenu dans 9,, dont le feuilletage n’est pas sé-
aré,
g Si les feuilles tangentes & C sont complétes relatives 4 la métrique
réduite g, alors elles ne sont pas completes relatives a la métrique a ; dans
ce cas, (M", V, A) est défini par (3.9) et les feuilles sont des droites,

Dans [10] on identific les classes @ et 9,, mais cette identification
a seulement un caractére local. Fn effet, d’aprés les théoremes 3.3 et 4.4,
les classes ©, — D, et D, 0D, sont non vides, car elles contiennent les espaces
définis par (8.8) resp. (8.9).

D’autre part, si I'on identifie, dans 'espace euclidien E?, chaque point
(z, 2, «*), avec z* > 0 et x* > 0, au point (z!, —a? x°), on obtient un
cspace & connexion constante de 9., dont le champ unité C (1, 0, 0) est non
régulier et les feuilles tangentes & C sont ou bien séparées, ou non séparées
Par suite, la classe ®,, — D, est non vide. L’exemple suivant nous montre
que @, ef D, sont des sous-clusses propres de 9.

Exemple. Considérons les deux sous-ensembles suivants de E*:

TEVI s (2 ot 29 = B*:0 < 2 <1},
- = {(ml, at, ;[:3) e E¥:Y <« a* <3,z < 0}.

Si l'on identifie, dans F n F’, chaque point (2%, %, z*) = F', avec x! <2
au point { @ — 1, &%, a*) = F et chaque point (2! 22, x*) = F', avec 2" > 2,
au point (z' — 2, — a? x®) € F, on obtient un espace séparé 3 connexion
constante (M>* V, A), 4 = D (0,3}, dont le champ unité C (1, 0,0) n’est
pas régulier. D’aprés le théoreme 4.4, (M3, V, Ay& D, et donc (M, V, A4)
€d — B, — D,

Soient @', ®, et @, les classes des espaces séparés contenus dans D,
8, resp. ®,. D'aprés les considérations faites plus haut, on a les inclusions
stricies @, € &, < 9.

Un probléme ouvert est I'étude des espaces de Wagner isotropes, par
analogie au cas non isotrope développé ici.
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ON SOME ORBIT SPACES
BY

I. POP

Our aim is to study in this paper some topological spaces X, the
covering space of which is a product ¥ x Y.

We suppose all considered spaces connected, locally path connected
and semi-locally 1-connected. Then, the problem can be reduced to the
case of the universal covering spaces, according to:

Lemma. Let X be a connected, locally path connected and semi-locally
1-connected space, such thal there exists a covering projection p: Y X ¥ = X,
with Y a connected, locally path connected and semilocally 1-connected space.
Then, the nniversal covering space of the space X is in the shape X x X,
with X a simply connected space.

Morcover, the group =, (X, @) is isomorphic with the group of the
covering transformations of the covering space X X X and =, (X, x,) is
a properly discontinuous group of homeomorphisms of the space X X X.
Since X % X is a regular covering space, X is homeomorphic with the

orbit space X x X/mn, (X, &o)-

According to the above considerations, we consider a properly dis-
continuous group of homeomorphisms of a product X x X, where X is a
simply connected and locally compact space. Denote by E = X x X/G
the orbit space.

We shall prove that under certain conditions, the space E is a locally
trivial bundle, such that X is the universal covering space of the fiber and
of the base space of this bundle.

Let X be as above, and let z, € X. Denote :

Gy, = {g= Glg (X X @) © XX T}, Grpux = {8 Glg (we X X) 0 X X}

Remark 1. Gz, N Gexr = {1}, where 1 is the unity of the group G.

Theorem. Let G be a properly discontinuous group of homeomorphisms
of the space X % X, where X is a simply connected and locally compact space.
Suppose that, for a point z, <X, the following conditions are satisfied :

a) There exists a homomorphism «:G = G, such that Im a = Grxx
and the equality g - (z, y) = (@', y') implies «(g) . (z0 y) = (20 ¥'); £ =G,
(@, 1), (2, y) = X X X3




