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T'he holomorphic scetional curvature of N* is given by

(1.4)

(1.5) Iy =1 —_—:flfr'

Next, using (4.4), (1.5) and the condition ¢ of the theorem, we obtain

(1.6) H = i .
10

Finally, the theorem follows from {4.6) and the Theorem 6.9 from (6]
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COMPLEXES DE QUADRIQUES DANS P,
FAR

. RIMER

0. Introduction. Dans plusicurs Notes antéricures [4] — [7]. nous
avons étudié, dans Pespace projectif Py, ln géométrie différenticlle des
carictds & un ou deux paramétres, engendrées par une quadrique réelle,
qui n'est pas un couple de plans.

Dans le méme ordre d’idées, nous allons étudier, dans cette Note,
toujours dans P, la géométric différenticlic des variétés a trois paramctres,
de quadriques ponctuées, dont les équations ont tous les coefficients réels.
Soulignons, done, que nous considérons, comme quadrique génératrice,
aussi une quadrique imaginaire ou un couple de plans.

Les variétés de quadriques qui dépendent de Lrois paramétres seront
nommdées compleves de quadriques. Fn notant par ¢ ct n, Pespéce. respecti-
' vement la signature (Findice négatil d’incrtie) d’une quadrique (2], un
complexe engendré parune quadrique (o, n) sera-noté par V(33 (a. n)5 Ps),
le premier nombre 3 signifiant le nombre des parametres dont dépend la
quadrique génératrice. Il en résulte que nous allons distinguer huit types
‘de complexes de quadriques dans P, sclon Ja classification projective des
quadriques.

Pour des raisons de commodité, nous étudions simmultanément les
complexes dont les quadriques génératrices ont la méme espéce,

En utilisant la méthode du repére mobile de Cartan, nous allons dé-
terminer, pour chacun de ces complexes, en des conditions qui seront pré-
cisées, le systeme complet d’invariants, le repere Frenet, les formules Fre-
net, lc théoreme fondamental et les interprétations géométriques des ¢lé-
ments du repere ct de certains invariants.

Comme dans Pétude des courbes ou des surfaces en 17, 1l v a, — pour
thaque type de quadrique génératrice — des complexes différents, ayant
des formules Frenet distinetes. Dans cette Note, pour chague type de qua-
driquc génératrice (o, n) fixce, nous allons ¢tudier, un scul type de complexe,
ui sera noté V, (33 (6, n) 3 P;). L’¢tude d’autres complexcs, ayant ln méme
quadrique génératrice, scra fait dans un autre travail.

Dans ce qui suit, nous utilisons, plus fréquemment, les indices sui-
Vants :
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h = ],_,f,j,'m = ],2,3;f,k=(),‘.’, s o, B, hu = 0.1,2,3;

]=1,8;r=115.

On a adopté la convention d’Einstein relativement aux  indices muetg
Par abus de language, nous allons nommer cllipsoide ¢t hyperboloj-
de, les quadriques irréductibles de type elliptique, respectivement de type
hyperholique.
1. Considérations générales. En rapportant Pespace P; & un repere
fondamental

(1‘1) R = {Ba; V}a {Bﬂs Bh ]}2: 1;.;] = ]1

3
avee les équations de mouvement d B, = o} B, ¥ ©f = 0, un point

A=
M ct unc quadrique @ de P, scront données, respectivement par :

(1.2) M=y"B,Q =l y® =0.b,35 R b,y = by, ¥} |04 |>0.
: a3

Si I'on a

(1.2 bug = byp (11, s, ),

ot le point (uy, ., u;)} appartient &4 un domaine D de P;, alors @, donnée
par (1.2) et (1.2°) est la quadrique génératrice d’un complexe de quadriques.
Nous supposons que b, (u;) sont des fonctions de classe C!{t > 1).

Si G4; est le groupe fondamental de Pespace I?,, par Paction des élé-
ments de G,, sur le repére initial (1.1), on obtient la famille des repéres
relatifs R,; de P,

(1.) Ry = {4,, U}, ]

avee _ .

P pIg A 4

(1.4) A, = p) B,, det (pl) # 0, —g~ # const,, — # const., ;
) Pa

@

I
les deux derniéres conditions assurant que les quatre sommets 4,, de
méme que le point unitaire U dépendent chacun de trois paramets
essentiels. Notons ces 15 paramétres cssenticls par f,.

Un point M de P, rapporté & un repere (1.3), étant donné par:

(1.5) I'I = {l‘)' /l)u
de (1.5), (1.4) et (1.2), il résulte
(1.8) ¥ = pf o, = phys, (pf.ph = 8.

De (1.2), (1.2°) et (1.6), il résulte I'équation de la quadrique généri
du complexe, rapportée & un repere (1.3). -

(1.7)

Alors, (1.7) est I'équation du complexe de quadriques, par rapport
repére (1.3). '

Q (uy, t,) = a,2° a’ =0, (ap = o P by (0)) 5 a* = pg y*)-
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| Comme dans [4], nous attachons a I'espace P, un espace & neuf di-
mensions, que nous notons S, un point de §, étant I'image d’une quadrique

' de 5. Alors I'image du complexe de quadriques cst une variété ponctude
a4 trois dimensions de §,. En rapportant S, & un reptre

(1.8) R = {B®; E},

un point § de S, (Vimage de la quadrique (1.2) }, rapporté A ce repere, cst

Q — b BB, la notation ¢tant déterminée par la correspondance biu-
nivoqe: @ € 8, « Q@ c P, Si 'on attribuait & §,, comme groupe fonda-
mental le groupe G, de Pespace projectif P, les caleuls ultéricurs devien-
draient trop laboricux. Il est préférable done, d’attribuer 4 S, pour groupe
fondamental, la réalisation du groupe G, de P, comme groupe de transfor-

mations sur les quadriques. Nous notons ee groupe, par G. Les équations
de G sont

(1.9) Gy = P} P by (uy), B2 = pg pl AMe,

La matrice d’une transformation (1.9,) este d’ordre 10, de méme que la
matrice d’unc transformation du groupe (,, ; mais, vu que ses éléments
sont des produits de couples d’éiéments de la matrice d’ordre 4 d’une trans-

formation (1.6) du groupe G,; de P, les caleuls ultérieurs se simplifient
heanucoup.

Considérons le repére

(1.8)

R, = {4°® F?,

obtenu du repére (1.8), a I'aide d'une transformation (1.9). Rapportée a
un repere (1.8°), image du complexe (1.7) est donnée par @ (u; 51,) == a,p4°% ;
(g = fup (uy38) 5 A%% = @B (B ;¢)). Dans le cas d'une transforma.
tion infinitésimale du repere (1.3): A4, =~ A, + d4, = s 4,, on ob-
: sk = 8 + ) et, implicitement, s% = 3% — «f, (s . s& = 5}). Alors,
9:) ol I'on remplace B*®, 4, p} respectivement par A8, AM, sF,
D A =gk B AP = (83— wl) (3% — wf) 4%, 11 résulte : A = gr_
— @) A% — wi4*. En notant: dd* = 4™ — 4™ on obtient les équati-
ens de mouvement du repere (1.87)

dAM = — @k A% — of A,

‘espace (S,, G) est un espace de Klein, Il n’est pas homogéne ; en cifet,
| deus quadriques en P, ne sont pas ¢quivalenles par rapport au groupe
rojectif G, ¢’cst la méme chose pour les points images et le groupe G.
| faut considérer alors la partition de S, en concordance avee la classifica-
on des quadriques en 75 Soient §,,; les huit classes que nous obtenons.
Remarque 1.1. 11 y a des complexes de quadriques dont les images
N S, sont des variétés ponctudes contenues dans un cspace  projectif
¢ {4 < 9). Ces complexes ne feront pas Pobjet de notre étude.
2. Les repdres d'ordre zéro. Nous allons considérer pour repéres d'ordre
TU}d’un comnloxe de quadriques, les reperves {4, Ul qui satisfont aux
Buditions

- A
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) a) Le 4-point {A4,} est autopolaire par rapport 4 la quadrique gén. 1] ct Ia notation 78 = w?(3), la condition de fixité de la quadrique générique
rigque ; 2.0), d@ = 2¢Q (p et & étant des formes de Pfaff et § étant un élément
b) sioc=1,20u3 (quadriques dégénérées), alors Ay, ou (A, ;fa), :générique de g,) donne :
ou (4, A, A,) appartiennent & 'espace projectif §,., déterminé par leg 3 ~ : 3
points doubles de la quadrique ; Y e —p— 72) (%) — Y, (eom’ + 2im) 2! —
TT o= i=1

¢) le point unitaire U est choisi de manitre que, en rapportant |
quadrique générique au repére {4,, U}, les coefficients non nuls de I'équa.
tion de la quadrique soient -1 ou — 1.

Dans ces conditions, 'éguation de la quadrique générique du complexe

3 _—

¥ (e + el alal = 0.
=1

o

.
i
est Vu Pindépendance linéaire des formes quadratiques (x22®), « < B,
(2.1) Q = o (%) + &1 (1) + & (z2)? + &, (z?F = 0, lians espace linéaire des polyndmes homogénes du II™e degré en (2°, 2%,

. . “: 2%), il résulte dix relations
ot g, = + 1 et les valeurs de ¢, sont données par le tableau 7 2°), )

(2.6) e (66— p—7m2) =0, e+ emh =0, gt eml =0, ¢ <7,

- 0 . 5 . i %, i et 7 sont des indices libres. (2.6) donnent les plaffiens principaux
fordre zéro pour tous les complexes V(33 (¢ 3n); Py), selon les va-
leurs de o:
n 012 fo 1]lo 1] 0 : R .
(2.2) @7) o=0; ol, eg? -+ g0, g} + g, < j34, 7 — indices libres ;
& |1 =1 -1} 0o oto of o £8) o =13 wg e+ g0) wf — wl, o} — e} i,j — indices libres ;
e, |1 1 1|1 1] 1 —1[ © e
e |1 1 ~1f1-1]0 of o p9) o =12; o} — o}, of +wh wh, ob; h — indice libre;

{2.10) 6 = 3; Wy, Wi, Wi

Remarque 2.1. On peut obtenir les mémes pfaffiens principaux d’ordre
gro, cn considérant la condition de fixité du point image (2.4), de S,:

) = 20Q, ot dA® est caleulé Paide de (1.10). En effet on obtient

Vu que la quadrique générique de chacun des complexes V (85 (s, #);
P,) peut étre déterminée par v conditions indépendantes (=9, 8, 6 ou 8
selon que ¢ = 0, 1, 2 ou 3), il résulte que le sousgroupe de stabilité
£, d’une quadrique générique est dordre w =15 — v} alors, les repéres
d’ordre zéro, attachés a ce sousgroupe sont

! — 3 -~ 3 - 3 5 o ™.
- B R11) dQ = ¥ cp0id™ 4+ ¥, (00! + ciwp) A¥ + Y] (e + eqi) AY.
(2.3) R, = {4,, U}, ame

i=1 fa=1
[X4]
Pour ¢,¢c.¢; # 0 et done ¢ = 0, st aucune de ces 10 coordonnées de d@ n’est

as nulle, dQ et donc @ appartient 4 un espace projectif ayant exactement
dimensions. o
Mais si p de ces coordonnées (1 < p < 6) sont nulles, alors d@, et
ussi @ appartiennent & un espace projectif ayant (9 —p) dimensions ct done
limage du complexe respectif de guadriques est située dans un espace
rojectif ayant moins de neuf dimensions, cas excepté de notre étude
Remarque 1.1). On pourrait considérer ainsi les complexes V (35 .(0 ;_n) s Py,
r=0, 1, 2) dont les images sont situées dans un espace projectif aya’nt
7,6 ,..., 3 dimensions, cc qui impliquerait que 1, 2 ,..., 6 des coordonnées
¢ dQ, (2.11), (ot donc des pfaffiens (2.7)solent nulles ; ceci peut étre réalisé
8

alytiquement en Y, G5 — 465 manieres. La méme remaiqs pour les
L=

onw = 6,7, 9 ou L?_,selonquecr=0, 1, 2 ou 3.
A ces repéres R, de P, correspondent en §,, des reperes d’ordre €10
R, = {A°%F}, attachés au sousgroupe de stabilit¢ d'un point i

(2.4) Q= o A% + &, A1 4 e, A2 + e AP

de S,, olt & =1 et ¢ sont données par (2.2). Les repéres R, (2.8)8
obtenus des reperes Ry (1.3), en fixant un nombre de v parameétres du gro
G. Ceci implique une transformation de coordonnées

(2'5) Eu. = E‘% 371! EK :fku (aaﬁ (u’j) HE SRPTE tw).- det (5:&) # 0,

par laquelle 'équation (1.7) est amenée a la forme (2.1). Alors I'équat
(2.1) est complétée avec les conditions (2.3). i
Déterminons maintenant les pfaffiens principaux d’ordre zéro. A

les conditions (e fixité d’un point M = #*4y en Po: da* + o) 2 =

tree complexes (o T 2. 8% Mois fous ees cas & " pxeeptés de notre
1T
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Remarque 2.2, Le nombre des pfaffiens principaux d’ordre zéro d
relations (2.7) ct (2.8) coincide avee celul obtenu dans nos Notes [+]—[7]

S — Lk
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Dans ces conditions {1y a un compleve unique d&ellipsoides imaginaires,
o autre dellipsoides réels et un troisiéme de hyperboloides, dont les formes

ol nous avons ¢tudi¢ les variétés 4 un ou deux paramétres de quadriqy
réelles (non dégénérées ou comes quadratiques).

3. Les formules Frenet et les théorémes fondamentaux. A) Comple
de quadriques non dégénérées V(33 (05 n); P,), (n = 0,1,2). Les réper
d’ordre zéro dépendent encore de six paramétres secondaires (w = )
Afin de les fixer, choisissons trois des 9 pfalfiens principaux d’ordre zdy
de (2.7
pfafficns. Ceei implique que nous exceptons de Pétude les complexes ¢
quadriques pour lesquels jop, wf, 0f] == 0, oll o} = o} + ued(r® 4 u* > 0},
ee qui signific que pour les complexes exceptds, d@ donné par (2.11), g
done @, est situé dans un cspace projectil 4 8 dimensions, déterming par
les ¢ points: e, A + 2ey AP, g% ;.u-:a.f-f“, A et .["-”, hau #0, a < 3,
Nous notons les pfaffiens principaux de la varidté, par 00 — ] 02 = ¢
8 = w} et nous exprimons les autres 6 pfaffiens principaux de (2.7) compme
fonctions de & : eq} + ) = 1,05 gg0f + cr0f = 2V, 0l 4 el s
= ey 075 2a0d 4 gp00f = oy 075 g0} + £i0] = R P g0+ eyl = hge
oll Ay ,..., hys sont fonctions de f, ..., &, et de w,, us, u,. Par différentiation
extéricure, on obtient 18 équations. Pour %, = X =2 = Ay, = Ay =4
Ms = 1, avee la restriction 2, — Xy, # 0, on obtient les 6 pfaffiens princi:
paux d’ordre 1 :wj, 0], o), w}, o}, . Tous les paramétres secondaires
étant fixés, on a le repére Frenct de chacun des trois complexes de quadriques,|
I en résulte 12 invariants du I ordre, p, ..., pia (P31 # pre) et 18 du IJ=e
ordre {pis -y Pao)-

Tous les invariants sont des fonctions re
u;. Les formules Frenct sont

culitres des trois variabl

3
ddy = E 0 4, 4 P12+1‘0‘ A, + puuoi As - Pta+iOi Ay,
i=1
dd, = So(Pp.B" p12+:‘8‘) Ay 4+ 004, + p21+i01 A, + puu{)‘ A,,
(3.1) dd; = el paia® — pusi) Ag 4 (Pronb® + 05 — poy 0 4, +
+ 024, 4 pory 0t A,
dd, = eo(pa,ab® exP1e4 0} Ao 4 (Pssal® — e3P 2ae10) A, 4

+(pﬁ+hﬁh — E:spz'.'-uei)Az + 634,

Par différentiation extérieure de ¢/ et des expressions de w8, (« # p) do
par (8.1), on obtient 36 conditions d’intégrabilité. Aucune d’elles
pas finie, ce qui implique que les 80 invariants sont indépendants.

Théoréme 3.1. Dans Uespace projectif Py rapporté au repére fonda
R = {B,, V}, on considére sur un domaine D = P,:

a) trois formes de Pfaff indépendantes, 0(u,, 1,5, u)

b) 30 fonctions reguliéres indépendantes p,(u,, 1., w,), 8
qui satisfont aux conditions d'intéorabilité ;

c) un repére d’orientation positive R' = {4 (13}, U (1)} = {4
(ul, ul, u§) =D.

p———

1,30, p

.
2

), comme pfaffiens principaux de la variété. Soient o}, 0}, ol ceshy

wrariantes et les ineariants sont justement les formes el les fonctions données.

Démonstration (pour les complexes diellipsoides réels). Considérons
s formules (3.1) avee g, = — ¢, = 1, comme un systeéme  d’équations
dif férenticlles  totales, avee les fonctions inconnues A (. 1y, 43). Les
oclficients de ce systéme, les fonctions p (i), étant, par hypothese, régulitres,
3.1) a unc solution unique A (u;) = mk (1)) B,, (det (m2)} = 1), qui, pour
u?, prend les valeurs ff donnédes. Les fonctions obtenues, of,(u;) ¢tant
jarivables, sont continues. Parceque pour (i) = (#3), R" a Dorientation
positive, il s’ensuit que pour chaque pomnt (1) € D, suffisament rapproché
e (12, R (u;} = {A,(a;), U{w;)} a TForientation positive. Nous avons
btenu ainsi, comme solution du systéme (3.1), Ia familic unique de repéres
foricntation positive, R (1;). Les formules (3.1), avee e,= —e,=1, ont
it¢ ctablies en utilisant Palgorithme de la méthode du repere mobile de
fartan, appliqué & un complexe d’éllipsoides réels. L’équation de ce complexe,
fapporté & un repere B, cst (2.1), avee (2.5), ¢’est-a-dire

R (13 by ey ) = — (20)2 + (@72 + (3% + (27)2 = 0, 2*

s JE (ags (ush sty e, 1) det (S‘E) £ 0.

s =
[Is’ensuit que, apres avoir fixé les derniers 6 parametres secondaires ¢, ..., £,
féquation du complexe d’ellipsoides réels, rapporté au repére Frenet,
R(u,) cst

32)

2

A
]

= = & @

Q (1) = — (X) + (X2 4 (X2 4 (X°) = 0,
(X2 = m(u)) o5 mh s = 8%).
D’ici on obtient I'équation du complexe, rapporté au repére fondamen-

Q (1) = — (WL (w) g + ¥ (i (1)) y*)* = 0.

i=1

2)

Les fonetions pJu;), par Pinterméde desquelles on exprime un
fplaccment. infinitésimal des sommets du repére Frenet, sont les invariants
complexe.

IYune maniere analogue on fait la démonstration pour les autres
mplexes de quadriques irréductibles.

B) Complexes de cones quadratiques V, (35 (L3n); P,), (n =0, 1).
plaffiens principaux d’ordre zéro étant donnéds par (2.8), nous excluons
notre étude les complexes pour lesquels on a [ef, ©f, )] = 0, ¢'est-a-dire
I lesquels on a: o) = 2o} + ped, 22 4+ p* > 03 les images en S, des
plexes execeptés sont des variétés ponctuées situdes dans Pespace
Jectif §y = §,, déterminé par les points: A1 4 e A4, 492 4 e u.d03,

et A9 < ). En notant 0 = e, o — ol = 7,0, o} — ] = 2,0,
oy = 2, 00, 0 4 0f = 2,00 0f + caed = K0, ol Ay ..., Ay sONt
fqnctions régulicres de wy ..., 4y, ¢ ,..., &, On obtient, par différentintion
Nieure, 15 équations. Celles-ci, pour A, =k, =Xy =k = Ao = A3 =0,
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he—1 avec 0# X, #1/2,
des deux complexes de cones quadratiques (n = O ou 1
finis du 17 ordre (py yeey o Pa # 03 1f2) ct 21 du H7ome

finie. Les formules Frenet sont
dd, = (— 3p17+i0i - ]3,0;0“ — 09 A, 4+ O 4,
dd, = Ps“‘O‘ Ao + Prr+i 0f A, + Paori 0t 4, + T’::H—ioi Ay,

(3 3) dd, = an-uO1 Ay 4 (pz-moh = Pzn+i0i) A: i (0"" + Pt Oi) A, +
. - P::Li-e-!oi As, (pq #0; 1.'I2),
dA, = 7?”4.:6{ Aq (p,,_i,,,oh - sspc:suoi) A+ (Pm-ho" —

= Egflegsi 0%) A, - {pa 0% - prrys 0) 4.

On = immédiatement le théoreme fondamental, analoguce au théoréme
3.1. Dans la démonstration on tient compte que I'éguation du complexe
rapporté A un repere d’ordre zéro, R, est

QUty 3 11 oo 1) = (@)F + (2 + eo@)* = 0, 2* = st .,
et I'on aboutit & I’équation du complexe, rapporté au repere  Frenet
(B4 Qu) = (X 4 (X + (X =05 X

d’ou 'on obtient Iéquation du complexe, rapporté au repére fondamental

= ms 4"

3

(8.4) Q) = 3, (e (1) g2 = 0, (&1 = 2 = 1)
i=1
C) Complexes de couples de plans distinets V, (35 (23 n); Pa), (n =01}

Les pfaffiens principaux d’ordre zéro sont donnés par (2.9). Kn supposant
[w}, 0}, wy] # 0, — Pinterprétation des couples de plans exceptés étant
analogue a ceile donnée pour les complexes de quadriques irvéductib

ou de cones quadratiques exceptés — nous considérons ces trois plaffiens
comme pfaffiens principaux du complexe. En notant 0' = wh, 87 =aj
B = wl et o} = 21,8, wi — 0] = 2gy:05, e} + wf = 2.0 et en conti
nuant P'application de la méthode, on obtient 9 équations qui, pour As
=== e =l =l =0, M= % =1, donnent =3 =7
—ml=rt==xl== b 0. Tous les  parametres secondal

B S .
Ti = Teu & Ty = Ty —
P . !
étant fixés, on acun de ces complexes ; clest

a le repere Frenet de ch s
repere du I# ordre. 11 y a 27 invariants, tous du 1I'm ordre. Trois

conditions d’intégrabilité étant finies :
2ps + eapya — Paz + 2p = 0, P 4 P — €2 + 1 =240,
pr+ 4ps + 2ps = 0,

pendants. Toutefois, pour des 12
Frenet en utilisant tous K
wudra tenir compte des reld

(8.5)

|
il en vestent 24 invariants finis indé
de commodité, nous donnons les formules
invariants, mais, en diverses applications il f:
(3.5). En voici les formules Frenet

donnent le repere Frenet (du premier ordre) de chacuy |
). Il résulte 8 invariant |

! - ;i )5 1, 21 ordre (p, S A
On obient. aussi 36 conditions d’intégrabilité, aucunc d’elles n’étant pas

A, = (= 2peyi — pae) 0 Ay + OF Ay 4 b’ Ao,
d.d, = Pn.:”i Ay - Pchu‘{)i Ay 4 Ps_..m Ay L Pz i()i/':h

dad, P 0L, 4+ [— E:!Ps;hoh L E:[)I'Z)U-:!/‘l +

+ pu 0 AL+ pa b,
dd, = ]”21+10£ Ay + B2, + Ol + ]72-|+10r Ag,
(e = £ 1)

Le théortme fondamental est immédiat. De méme, sa démonsiration.

D) Complexes de couples de plans coincidents V. (33 (B330); Py).
Les p[‘flfficns principaux d¢’ordre zéro donnés par (2.10), ¢tant en nombre
de trois, donc cn nombre égal a celui des arguments, Ialgorithme de la
méthode du repére mobile de Cartan ne peut pas étre continué, Il résulte
qu'afin d’obtenir le repére canonique d’une famille de plans dépendant
de trois paramétres, la méthode suivie ici n’est pas convenable. Mais ce
probleme a regu déja une solution, en considérant une famille non holonome
de plans [3].

4. Interprétations géométriques. A) Compleres de quadrigues non
dégéndrées V(85 (0 n); Pi). (n=0,1,2). Avee (2.1}, oit ¢ = & =1,

g = & 1 et (3.1), on ecalcule d§. On obhtient

8.6)

dQ = 27,00 ot T, = — &, (%) + ppa®a? - pappta® +
i o a n
(4.1} + paarir® + (@) Proa®’@® F peal’® + Poat®a’;
T, = — g, () + g5 (@9)> — alr®;

Les ¢quations T: = 0 représentent trois quadriques; 7, =0 cst un el-
lipsoide si eog, — 1 et un hyperboloide, si g, = + 1.

. Considérons le fascicule de quadriques Fy = 2@ + 1T = 0.
Puisque T, = ¢@/0° nous allons nommer }, — fascicule tangent” au
omplexe @, I'élement de ,contact” étant la quadrique Q. Les quatre
quadriques dégénérées du fascicule #,, obtenus pour 2, = % €aEatgs g
= 4 22, ont pour équations

Q. — (g0 F ) (292 + (21 + (22)* + (&4 £ £0) (¥7) F eoat’®® =0,
2) Q= e (0 + (@) + Bele?) =0,
R, — Be{a®) + (07)* 4 (@) — @) + 2227 = 0.

Ce sont des cones quadratiques. Leurs sommets sont, respectivement,
bs points : A, Ay, A + Au A, — Ay La droite Ay, déterminée par
ks deux derniers sommets, coupe la quadrique T == 0, aux points A,
t ... Notons encore que .4, est situé sur chacune des quadriques T), = 0
[£.1) tandis que ., Nest pas situé sur aucunc de ces deux quadriques, 4, et
4, sont situés sur la quadrique (T2=0), respectivement (7', 0). En voici
e interprétations pour le point unitc:

a) Llellipsoide réel R (— sp = &5 = 1) est coupé par les arttes 4,4,
ux points U, — A, + 4, et 4, — A;. Le poéle du plan (Usrs Ugzs Ui,
Ar rapport 4 @, est le point unité U.

!

2

— 2l
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b) Le hyperboloide générigue Q est. coupé par les arétes Aod,. 4,4,
Ay, respectivement aux pmnfs Ay £+ . l',, Ao £ A Ay + Ay Le pOlnt
unité U est le pole du plan (A, -+ o, o8, + Ao, A,-{— 4;) par rapport
a Thyperboloide §.

) Au s g = g; = 1 (@ est un ellipsoide imaginaire), si I'on ¢oupe
la quadrique T, = 0 par o, et le cone @, = 0, par Ay d, et A1, on
obtient les points o, & A, oAy & <A, Ao+ oL, Le pmnt unité U est Je
pole du plan (A,—of, Ay — Ay A9 — As) par mppmt a Q.

Voici des interprétations pour les formes invariantes (Y ct certaing
invariants finis. Considérons un point A ~ A, - d.f, situé dans un voisj-
nage de . 45, de manitre que dans I’ C\plcssion dc dd, 0- = 0° = 0. Considé.
rons aussi la quaterne de plans déterminés par A, -1 ct, respectivement,
par ., 4, U, A,. On obtient avee (3.1) le blmppmt

1 1
EA )

1.3)
( Pr— g\ O
+1],

(o, Ay) [y Ao Uiy A7) =

ID’une maniére analogue on obtient :
1
Ps — Pza
1
€3 a0

(/13, ‘40) [/12, 141 H UEI! A;] —
(£.3")

(Ao, A1) [Agy As; Usgy, A3] =

1
f2
g 1

et

Pour les variétés caracterisées par les invariants p, ,..., pa. satisfaisant aux
conditions : p; # Pha Ps # Poss Pao # 0, on a ici des interprétations pour
les formes §°.

Les plans (=), tangents & la quadrique (7';) au point 4,, ont pour
équations {m12) = po® —I—p”‘t +pma'3 = 0, (701} = ps® + pr? —}—p,m’-—
= 0, (%s) = Parepd® —I— Poad’ + popr* = 0. i
En coup‘mt chacun de ces p]ans par I'un des plans #* = 0, on obttent une
droite qui donne des interprétations a deu‘< Invariants.

Soit le réseau de quadriques R = 2Q + T, + »,T; = 0, ol Q
est la quadrique générique (2.1) de chacun des Lomplexeq et T,, T, sont
donnés par (4.1). Les quadriques de R sont coupées par A4, aux pomts
{«°, 0, %, 0) ot x°, a* sont donnés par I'équation ey — Ay — Rs) (2°)° +
+ hpartat + K ( = 0.

Dans le réseau R, nous déterminons les fascicules de quadnqu

SoA?
tangentes & A,4,. 1ls sont obtenus pour iy = hg — hy — —‘lfl , (R
i ‘0
= 0); les points doubles sont:
(4.4} (200, 0, — AP, 0).

11 en résulte que, pour chaque fascicule de R tangenta A,4.,, fascie
déterminé  par  (he 2w kg = ko — ky — €k ipiftha), (Ra# 0 et A
arbitraires), 1} y a sur 4.4, le point dc contact (4. 7) On a ici une inte
tation pour I'imvariant p,. D’une maniére analoguc on peut obtenir
interprétations en considérant au lieu de 4,4, les autres arctes du re

Considérons dans le domaine ) = ..

(+5) (r) =0

et soit (dy;) la droile caractéristique do plan
A, le long d’unc courbe (7)) 3

les courbes (7). d’¢quations
=0F=0 (ijodbhksai

0, 4 un déplacement de

(do): (E 3p; — [)1"1-:) &t +(2

h=1

|} .
SiPaes — pms)-r'-‘ I

{3 % peer — =03 2 = 0.
hay

k!
E;[)ln+fj‘ {I‘a

En notant par P2, le point ot (d,;) coupe le plan #f = 0, (8 # 0) et par

T = Asy Uy PR, (v # 0,83 8 # 0, 8), on obtient les  valeurs

des blrappox ts:

2
Z 8’:“1’2“ — Pissi S3Psst 2 31'[11.1
1

'-'(123);‘ ="z 5 s 7(231)1‘ = = L
Pz — Z S?Pi E Si'pz.. — Pisii
h=1 h=1
; S?P- — P2y
Taz) = H 7(|3n)s = '-'(.':sl)u‘ = '-(::12): = — 1,
EaPisp — ; 8} Pass

(es hirapports offrent des interprétations & un grdnd nombre d’invariants.
B) Complexes de cones quadraliques V(33 (13 n); P}, (n — 0. 1).

Avec (3.6), on obtient 4, ot @ donné par (2.1), av cc € = 0, g yie= 1
(4.6) dQ = pu-®@ + Th0" + & T,07,
’1-;1 = gapla®)® + w4+ prtet + piatat + paetet;
T, = (%) + eapi(r®)® + 2w+ parta® 4 py 2l 4 partat Ty — xoz°.

T, = 0 sont trois quadriques. C'est elles et le cdne générique Q = 0, qui
donnent Pinterprétation géométrique du repere. ., est le sommet du cone
énérique @, 1,1, est le centre de la quadrique T'5 = 0 ct (2 = 0) est le plan
fterminé par 4, et 4.4, o, est situé aussi sur la quadrique 7', = 0
eplan (r? = 0) cst tangent en o, 4 la quadrique T, =0, A,.1, est 'intersection
es plans 2! = 0, 2 =0 ct o, est Vintersection de i1, et A4,
plan polaire de .(.1.€Q), par rapport au cdne @ =0, est a* = 0.
Ld, et 4,1, sont les intersections du plan 2* = 0, avee @' = 0, respec-
vement 2! — 0. Le sommet A, est T'un des deux points ou A1, coupe
quadrique T, = 0. Des interprétations pour les invariants peuvent
données d’une maniére analogue a celles obtenues pour les complexes
quadriques irréductibles.
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C) Compleves de couples de plans distinets V(35 (23 n) 3 P5), (n = 0,1).
Avee (8.6). on obtient

{(+.7) dQ = pe @ + 700 T, + 7,08, T, = at! 4
4 cortet, To= v T, = (e 4 ")

La quadrique T'; = 0 est un hyperboloide, T, =0 ¢t Ty = 0 sont
des couples de plans distinets. Voici Vinterprétation du repere. Ay, et
A,4, sont les centres des couples de plans, @ = 0, respeetivement T, =
4, est Uintersection de 4,4, et 4,4, A, est Pinterseetion de 4,4, avee lf;
centre du couple de plans 7', = 0. A, cst situ¢ sur 7'y = 0. Le plan &' = ¢
est tangent & T, = 0, au point A, Le plan a!' = 0 coupe la quadrique
T, — 0, suivant A,4. ct A, 4, Le plan #? = 0, déterminé par 4.4, et
A4, est 'un des plans du couple T, = 05 on a ainsi Pautre plan de ce
couple, a* = 0. A4, coupe le plan (" = 0) au point .. A, est le pole
du plan (a° = 0) par rapport a T = 0.
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CONVEX FUNCTIONS WITH RESPECT TO A DISTRIBUTION ON
A RIEMANNIAN MANIFOLD

BY

FULGA POP

In this Note we define the notion of convex function with respect to
a distribution on a Riemannian manifold. Some examples and basic proper-
ties are given. Particularly, we investigate the verfical and horizontal con-
vexity of the vertical lift of a function defined on a Riemannian manifold.

In a next paper we shall study the convexity of the complete lift
of a function and of Pfaff forms.

§ 1. D-convex functions. Let AM be a Riemannian manifold with
respect to the metric g and the Levi-Civita connection V, having the local
expressions g;; and I} respectively.

. Let D = D(M) be a distribution on the manifold M (a subbundle
of the tangent bundle TAI).

Definition. .4 smooth function f: M — R is called a D-convex Sfuncetion
if for every point € M and for every vector field X €D, we have :

(1) < Vydf, X > .2 0.

If the function f is a TM-convex function, then it is a convex funetion,
[1](In [1] the function fis called a convex function if -f fulfills the condition
(1) for every vector ficld X on the manifold M. Morcover, in [1] there
are defined convex functions which are not smooth).
According to [2], [3], we denote:
< Vedf, ¥V > = Hess (f} (X, ¥), for X, Y two vector ficlds on M.
LExamples. 1. Let f, g: B — R be the functions flay=a*+bx ¢
and g (2) = sin . We consider the function k : R: o Rdefined by h (2, y) =
= f{a) + g (y)- Then, for a veetor ficld X = (X1, X2) e T (R?), we have:
Hess () (X, X) = 2 (X')* — (X*)*sin y.
It is obvious that the function & is not convex, but if we consider the 1-di-
mensional distribution D on R?, generated by a vector field X, = (X3 X9),
with X% — u (z, y) A3, such that Ju{x, y) | < /2, then £ is a D-convex
function. In fact, if X = IJ, then, for every point x = (2, y) S It* we have :
Hess (h), (X, X) = (X")* (2 — w*siny) > 0.

I{“'c can take for example u (x, y) = (2 4+ 2* + ¥l + &° 4 y*)




