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where a, = 0, a; > 0 and a, + a3 = 1, for all distinct @, y € X, then T o,

a unique fized poini.

The theorem 1’ may be considered as an extension of theorem j
Similarly other particular cases like theorem 1’ can be deduced from
theorem 8 by putting o, = 2; = 0 or «, = oy = 0.

Finally we return to the proof of theorem 3. Let us put &y, = nf [5(n+1”
n=1, 2,.., so that k,—1/5. Also let T, : 8 =5 be defined by T =.f’rz(k.}

for all 2= S. Since T (S) <« § and 0< &, < 1/3, cach T, is well defineg

and maps § into §. Now for each n, we have for all distinet o,y = §.
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1Toz — Togll = [f2e Ues) = fry (kadl < @ (k) {lz — gl + llz — fro (k)] +

F iy —f + ylka) b Flla— oy (kdl + Dy — Srz Ra)l = 1/5 {lz — yll + [la < |

— T (@} 4 fly — Ta I + llz = T ()] + lly — Ta ()i}

Thus T, is a contractive mapping on § in the sensc of theorem 3 for o, = §

= o, = az = o == a5 S0 cach T, has a unique fixed point z, = 5. Since §
is compact, there is a subsequence {a,} of {2,) .‘:’119]1 that {i,} ~ some z < §,
Now T,y &y = Tyy— @ < S. On the other hand 1" is continuous and consequ-
ently Ta,; - Tx. Now by (iii}) and (i} we have

TLyy Zas =fT:mj {(ken) = frz (1/5) = Tz,
so that Te = .

3. Concluding remark. Theorem 2 and theorem 3 are established fora
compact metric space, whereas thcorem 5 is established for a compat
subsct of a Banach space. The object of discussing theorein 3 is to exte
contractive mappings on compact star-shaped subscts {which incl
compact convex subscts as a proper subelass) of a lincar space with '
help of theorem 3, i.c to discuss contractive mapping on a certain class of n
convex sets, just as we did in [6] for extending contraction mapping
compact star-shaped subscts of a lincar space (vide theorcm 4 of the prese
paper).

The author thanks the referee for his valuable comments.
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PAR
STIG-OLOF LONDEN

1. Introduction. Dans ce travail on considére le comportement qualita-
i des solutions de I’équation du type Volterra,

#(8) + Sg (@(t— ) da(x)=FO, 1

i g, a, f sont des fonctions réelles données et a signifie la solution.
"En particulier on démontrera le résultat suivant:

Théoréme. Supposons que

=z 06,

2) g = C(R), (1.5) Red(w)z0, o< R,

13) a = NBV (RY), (1.6) &(0) =0, o € 8% {o|Reita) =0}
i -

4) S]da (=) e L'(B),  (17) 0<5,

¢
8) z= L= n LAC(R*), = vérifie (1.1) p.p. sur B* et soit la fonction
telle que ‘
(F.) f = L= (R, f(1) = 0, Sf(s) ds — F, pour t — oo, ot [F| < co.
[
Alors ou 7) ou bien ii) ci-dessous est vérifié.
1) lim [z (8 + 4g (2 (®)]) =z () +F,

far

lim sup lz(s -+ 1)
low | 8] ST

Il existent des fonetions f, @ vérifiant

— z(t)] = 0, pour tout T positif.
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(1.11) f e L' (B), (1.13) lim ¢t V7 [0,t]=0 _
i » ) atre d’une fagon décissive dans la preuve du "Théorime, que cette condition

(1.12) ze L>n LAC(R), (1 s s .
= s J14) lim [z (t) + Ag(z (¢ y, 3ddumncllc st assez naturelle.
e gz ()] nemiste pa, Ce travail est motivé non sculement par la néeesité de continuct ce

gon a commeneé dans [2], mais aussi par les résultats de (1] et [+]. Done,

(1.15) lim sup |x{s+ t) — .
' — x () | nexrste . . . .
lom (8] =T ) | pas pour T > O quelcongy, qa yreuve du {1, Théoreme 2] a fournt lc stimulant pour la formulation
mme 2 et un pas trés important dans la preuve de cc Lemme fait

et telles que qu Le
- . sace d'unc identité dérivée dans [+].
(1.16) x () + g g (Gt —)da(z)=F(®), t=Fk Dans [+], Staffans établitque (1.2) — (1.8), (F) ¢t I'hypothése
’ ue S est (énombrable implique que i) est vérific. Tenant compte du Théore-
lles sont les

’ ¢ donné plus haut, la question suivante sc¢ présente: Que
- z ® conséquences si (1.2) — (1.8) et f & L {R*) sont vérifiés et si S ost grand,
e plus d (o) Rgiw da (=), A% \a(s)d Fest-a-dire S n'est pas dénombrable. A présent nous n’avons pas de réponse
‘ () (s) ds. Remarquons que y cette question.
! ¢ 9, Plan de la preuve du théoréme. On rémarque d’abord qu'afin de
gmplifier I'exposé on suppose
(1) z{0) + F = 0.

t simple montre que ceci peut &tre fait sans restrcindre la

(1.4), (1.7) nous donnent
(1.17) a = L' (R*).

Les hypothéses qu’on vier ’

\ S it d'imposer au noyau a (f) impli .
gl;ej zi : ? 0 On peut trouver une preuve simple de ce fai}i dans( [)4 IEE,) o
21 ]aut cependant observer que la preuve du §2 ne fait pas ex lic{?arq '

sage du fait que A est nonzéro. (Lemme 3, dont la preu P tient 4
est superflu si A = 0). ’ preuve contient 8
Dans un article récent on vient de considérer (1.1) sous des conditi

proches de celles de plus haut les seul iffér 4
e Semnlncts p};r , les seules différences étant que (1.7)et (&

| Jn argumen
génémlitc'.
La preuve du Théoreme est assez semblable a celle de [2] et par consé-
quent on donne ici sculement les modifications nécessaires. La premicre
partic de la preuve dans [2] consistait en cinq Lemmes. Le premier Lemme
e dépendait  pas du fait que ©O# & par conséquent on peut le
ransmettre au cas présent sans changements. Puisque ce Lemme est asse?
important pour le traitement suivant on le cite sans preuve.

Lemme 1. Supposons les hypothéses (1.2) — (1.6) et soit y (1) une s0-

ltion quelconque de

y'(t)+\g(yu— ) da(z) =0, t=R,

0 €S,
f e L=(RY), lim f{t) =0,
t-r

respectivement. Alors les conclusions étaient que lim g (z ()} = 0 ou
»r . -~ o~ FLr t_)m N

quil existe f, @, vérifiant (1.11) — (1.13). (1.16) et tels que lim 2 elle que

n’existe pas. . o b

. ca?gpc} ;e Ii'iésil;gat-ci montre que ,la réduction du cas ol f =

s ol -, sous la conditio i

LG 5 f n quc le premier mom :

soit intégrable, peut étre cffcetuée méme si 4 (})) = a (o) ——et;ltx\(}zis'
t

sommes obligés d’imposer la condition additionelle que S f(s} ds con

y € L= n LAC (R).

t

fim ¢ S |y (7)) = = 0.

= w

0
Les Lemmes 2 et 3 dans [2) s'appuyaient d’unc facon essentielle sur
0) >0 et ¢’cst pourquoi ils doivent &tre modifiés. Voici les Lemmes
odifics 5 les démonstrations sont données dans les Sections 3 et 4.
Lemme 2. Supposons les hypothéses (1.2) — (1.8) ¢t (F.). On définit
de), II, a, b par
') 'y (2) = {y = R |l exisle Ta > © tels que @ (¢ + ™o} = Y uniformeé-
nt sur des ensembles compacts}.

vers une limite finie pour ¢ ~ cc. &

Clest évident par {1.9), et aussi i .
1.9), et aussi ps ; : i
correspondante & (1.1), e’est-a-dire par le fait que Pequation d o

(1.18) () + §g (g (t — <)) da(z) = @ (0) & F,

Matematicd Univ.
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,, it Hy, — inf 1 (3) et suppose Iy < I sup T (y). Prenons p = e
g A vET A7) S . .
] I (y) =\ g(w)du —yg(y) — = & (), ot 7 o oo tels que H (p) = Hy, @ (¢ + 7) = p uniformément sur des
(2.6) o - ;nscmblcs compacts. Soit ¢ un nomhre queleonque tel que
l a = lim inf z ({), b = lim sup a (¢). 1(3 1) H, <q<Hy; g {Ilplazys b, y - Ag{y) =0}
f-r o ter e ! ) Py 13 trer que
Alors arouments dans [1, p. 857] peuvent gtre utilisés pour mon
2.7 H(T = 4 ﬁﬁstefignombms existent, On définit s, par s, = sup {s € B | H (@ () <
(2.7) c (@) = ‘z;!’;b (y)- [ S 1< Sk Alors on aura
' <
Done, la fonction H atteint un maximum local sur I'ensemble des §i3.5) H(x(s))=¢q H(@ @ g a—Tustsw
fonctions & limites fixes. On doit observer que le Lemme 1 garantit i T, . ¥n appliquant le Lemme 1 & z (¢) ct en utilisant (F.} on

¢ (2) W’est pas vide et que les relations (1.18), (2.1} impliquent i + Ag(y)=
=0, y € I'e(a).

Le pas suivant, qui a une correspondance évidente dans [2], consiste
4 définir des ensembles D (a«, B) par

wduit Pexistence de [ha, pa) C 1ra — T, 5] et de yo = [ola) tels que
(n — As) — 00, pour # — 00,

i'—-rOO,

50) z (f) = yo uniformément sur [k, thals

(2.8) D(xB)={yla Sy < py+ sy =0 Hly) =supHy) "
a=VE =
i — 2 af 7\,, ne
Nous prenons a, b comme dans Lemme 2 et considérons D (g, b). Le degré 1‘"‘:8 |f(s) 1 ds =0, 2%, T
de difficulté du reste de la preuve dépend du fait que m (D {a, d)) >0 Ay

ou=0. JLe Lemme 3 qui suit est nécessaire pour le premier cas. Bien
que ce Lemme soit valable si m (D (a, b)) = 0, il ne joue aucun role dar
ce cas. 3

Lemme 3. Supposons les hypothéses (1.2) — (1.7) vérifiées et soit y
tel qu'on ait (2.3) el

e (3.3) — (8.6, il résulte
8) H{(y,) < ¢
: l'on multiplie (1.1) par g (z(t) et integre sur [hs, s,] on obtient,

u

G (u)t Sg {v) dv,

1]

(2.9) v+ et —Dda@ =0 t=r

0

On définit «, 8 par « = infy(t) <supy{t) = B. Alors 9) G (z(s,) — Gz (M) +
tER tel 3

I

(2.10) Y =0 te={sly(s) = Dap)
Dés ce point, la preuve du Théoréme peut étre prise presque verb

de la partie correspondante de [2] et par conséquent on I'omet iei.
3. Preuve du lemme 2. Par intégration on déduit de (1.1)

t 3

+ gg (@ (7))

*

g Ay *n
S + S {g(m(f—snda(s)}\ - = Sg(m(f))f(f)d*--

)‘n

ﬂ T—An 0

relations (3.2), (8.7) impliquent que le sccond membre de (3.9) converge

2éro pour n — . De (1.2), (1.4), (3.2), (3.6), on déduit

(8.1) z(t) — z(0) + \ gzt — tNa(s)d= = S £(s) ds. . .

b ’ o) tim (gl { glalc—a)dadn = Ag*(yo)-
En vertu de (F.), (1.17), (2.1), (2.5), (8.1) et puisque hm,\,, =
(8.2) sup | g (z (1) | < o, . s, -
o E manicr le termch (z (=) S g(z (=—s)) da(s} d~ on utilise une identite
G y+ Ag(y) =0, y = Tc(a). ; :
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(jf:rlglécREar Sltuf fans, [t]. On suppose pour le moment que g(x
= (R%). Alors on pcut montrer par intégration par partics (t]’ue

Sn T )‘n
Sg {(z (<)) S g (x(z — ) da (s} d= =
An b
a T3,
oy § [ ) | (oo 1 )b i+
P i

i) S gl (s + X)) als) ds + gl (s0)) S ¢ (2 (50 — v)) a(v) do = |

e A 2 ’ !
5 [g2(@ (52)) + g2 O] + (s — A,) gl (1)) g (2 (s4)),

w

ou b (v) = SG(S) ds, v 2 0. On se rappelle la condition (1.5). Une application

du Lemm; 1.1 dans [3] ol 'on =
) prend o« = 0, 0,2} = bt :
alors que le premicr terme du membre droit df ((53.11])) est (n?anli:::ég

Puisque s,— *, —00. nous déduisons de (1.2), (1.17), (3.2), (3.6) la relat
Lo
(3.12) lim g (= 0u)) | £(@ (s + ) als) ds = 4g* (yo).

0

En utilisant (1.17), (2.1), (3.1), (3.2) il vient

3, hy

[w () + § g(@sn— o) a @) dv} — 0.

o

lim

fni— o

(3.13)

On note finalement, et ceci con i
, cerne le de :
(3.11), que rnier terme du membre dra

(.14} lim b (s, — %) g (# (sa)) & {2 (a)) = O.

fil— =

Une combinaison de (3.10) — (3.14) va donc donner

3n

{ & (e () {ata (= — o)) dals) d= + alsn) gla () +

S

lim inf

LX)

(3.15)

n

A .
+ : gt (x {s2)) + %g’ (yo)] > 0.

— .t )
la relation (3.9), de la
DR (3.9)

phrase qui lui suit ct de (8.15), on obticent

lim inf —

= lim inf [H (y.) — H (= (s.))] 2 0.

-

[ (5) — G (o () + (o) gl () + “; g (z (s,))]

wis par la premiere partie de (3.5) et par (3.8) ceci est impossible. Finale-
ent il faut observer que comme H{z (1)) est borné et uniformément continu
R, il n’est pas difficile de voir que (8.16) est valable sans la condition

£ (1) = C1 (R,
" 1. preuve du Lemme 2 est par conséquent complete.
4. Preuve du lemme 3. On notera d’abord que y (f) satisfait aussi a

0.2). On suppose que (2.10) n’est pas vérifié. Alors il existe { tel que
|y'(t)l=€ > 0,

)
Hy() =Hsp Hiy: yO+420 @) = o.

(2)
]ns restreindre la généralité, on suppose’i —0. Par le Lemme 1il y a d’'inter-
alles [Tns ] © B tels que pour n — oo on 2
3) y (1) — une constante o uniformément sur [Ta ] 3
o orend de tels intervalles quelconques. 11 résulte de la relation (2.9} que
)+ Ag(ye) = 0- Soit w tel que

s =
w (%, 2) = 2 (2), w<T =20,

gy) —@24) [z —y(0)], 0<7 <%
soit z (¢) l'inconnuc de Péquation
5) z’(t)—l—sw.(t—ﬂr,z(t—-‘r))da(-r)-——-o.
0 A

sisissons une Cl-solution de (4.5) qui existe sur (— oo, 3] pour une constante
>0 et qui satisfait & la condition
z(8) =y )
r(2.2) et (4.4) une telle solution
), (4.6) il résulte Vexistence d’un § tel que 0 < 3=

—_— Ty — 0.

A)

— <tg 0.

peut étre trouveé. Des relations (4.1),
5 et qui satisfait &

|z’(t)[>§, 0<t< 8.

bprend un tel 3 arbitraire, on multiplie (4.5) par = (t, z (£)) et on integre

{8, 3] o
: (ta 4 L),

Badt =

[ -]
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—

Il suit ] ®
8
lim inf )  —s)da(s)dt|z —
[~ @wEe@a+ tim inf\ § p ()} p (= =
l&-ll') ®a e
1.9 . 4, . A
S ; . A gy (2 (BN = (3) — G B )
Ew ek (T))S w(t — 5, 2(r — 8)) dafs) d= = 0. |5,¢ relations (4.3), (4.4), (+.9), (4.14), il résulte linégalite
By 0 3
- . . A
Notre intention est maintenant d’estimer le second terme d G(y (0)) — G{ys) — = gys) +\2' () w (r, z(=)) dv —
gauche de (4.9). D'aprés (1.4), (4.3), (4.4), (4.8) on a me du membre 419 v g et §
5 = ' A
. w3, z(8)2(8) — = w(d (30
(4.10) nlfi]sw (= (= (=)} S w(r — s, 2z — )} da (5) dv = — Ag*(zs). | (3,2(8)2(3) — 5 (3, 2¢
fn *=is d :De la derniére partic de (4.2) et de la deuxitme ligne de (4.4) on déduit,
5 B, gpres des calcul,
Considérons \ p(z) \ p(r+ — 5, 2(x — s))da(s)d x, ot ot s
ﬁS § (T 3)) a (S) T, Ou p (T) w (T. Z(T)). et S o (‘L’) o (‘T, » (’T)) dt — w (_8, . (3)) 2(8) . %wz (8, 2 (8)) —_—

supposons pour le moment que p € C'([B,, 8). On utilise de nouv 16) o

Pidentité derivée dans [4] et on applique le lemme 1.1 dans [8], combi

4, 1 )
avec (1.5). Cela impliquera —y (0 gly () —, &y ) + = (z(3) — y (O))*

’ i 8B pour cela on a (il faut utiliser (4.16) dans (4.15} et rappeler la définition
SP(?)Sp(‘r-—-.s*)da(s)dr;p((a,,)Sp(s+gn)a(s)ds+ H (y)) .
. ° a7) H(y(0) — H (y) + — (2(3) —y(0)* < O
(4.11) - 84
) isque H (y (0)) = H (y0); 4 > 0, et puisque z(8) # y (0) cecl ne peut
+ p (3) S p(3 — v)a(v)dv — = [p(3) 4+ p*(Ba)] 4 b(3 — Ba) p(3) étre valable. '
0 B Pour achever la prcuve du Lemme 3 on observe que si la relation

.7) est vérifiée pour une approximation quelconque assez lisse de w (, 2z (7))

Nous déduisons de (1.17) et (4.8) I'égalité 1s la relation est vérifiée pour w (7, % (7))

8=y
(412) limp () { p (s + ) a(s) ds = Ag* (3)-

Si lon integre (4.5) sur [B,, ¢] et si I'on fait usage de (1.17}, (2.9
du fait que %, + 4g(y,) = 0, on obtient g (L.17), (2.9), (
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