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QUELQUES LIENS ENTRE LES < »>-CATEGORIES ET LES
(n)-CATEGORIES

PAR
V. V. TOPENTCHAROV, Y. N. ARNAOUDOV

Dans la théoric des ({n))-catégories? (3], (6. la n-arisation dus catégo-
ries {au sens habituel [31} la plus développée actucllument, trois types de
tructures -aires particiles différentes, analogues aux catégories pour
. —2 sont définics: les = n>-calégorics on catégories n-aires [4], les (n)-
catégories ou catégoroides n-aires suivant [0 ct les [n]-catégories, en parti-
culier les catégorics polyadiques. I.’étude du sens profond de ce type de n-
arisation, qui n'est pas unique, ainsi que Yétude de la classification de ces
structures cxigent l'étude des licns internes entre ces trois structures.
Quelques relations fonctoriciles entre elles sont indiquées dans [17, [5] et
(67, mais le problemc n’est pas entiérement épuisé.

Nous nous proposons dans cet article d’associer canoniquement
tout <mnz=-graphe et toute <n —.-catégoric un (n)-graphc et unc (n)-caté-
goric et d'étudier Ies souscatégories de GRPH™ et CAT™ ; réflexivilé,
licns pour les structures libres relatives an foncteur d’oublie vers GRPN™,
liens avec les suites de recouvrement. Les licns de sorte semblable pour
los structures apparentées [5], [6] ne sont pas traités ici. car jusqu’ici nous ne
connaissons pas des particularités notables qui puissent justifier leur étudec.

La méthodologie ct la terminologic sont celles de la théoric des caté-
gories suivant {3]. On notc ¢n particulier SET la catégoric des applications
pour l'univers SET,, identifi¢ & la classe d’objets de SET ; unc catégoric
est notée par exemple C, H, les ensembles-supports respectivement par C, H
ot les ensemble de morphismes identiques (unités) par Co, Ho respectivement,
Co, Ho étant les classes d’objets. La terminologic et les notations pour les
({n))-catégories sont suivant [6], mais systématiquement rappelées dans
le texte. Quelques définitions de base lides aux ((n))-catégories sont brigve-
ment rappelées dans 1., mais sans détails.

1. Sur les ({n))-catégories et leurs liens. On rappéle les définitions essen-
sielles sur les ((#))-catégories suivant [6]. Pour des suppléments et exemples
voir [51, [6], [71.

Soit V'ensemble C, les applications unaires #3: C—=C, p, k<n, p#k
telles que wdaf=1l, p, k7, S <, 1#S ct 1a loi de composition #-aire particlle
K™ CsC,oh ) CaCoest le sousensemble des n-uplets de € compo-
sables pour k. Le couple (C, k,) est appelé n-classe; le couple (C, V)=
=[Cleny, O Vw» ={t8=1% ; k<n} est un <n>-graphe.

*) Pour des raisons typographiques, nous avans remplace le sigue { } (de {n}-- ca-
teégories) par les doubles paranthéses ((.))
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quelques changements supplémentaires
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2. (un)-graphes et (1)-catigories assocics. Soit [Clens un < % > -graphe
ott Vem =itz ksn} cst son ensemble d’opérateurs de Yalgbre sous-
jacente. Posons V r == {uf k<n, k%D, pgn}, ot uf=ty ct Vier =1V 2, !
p<nt; Yensemble Vi, des opérateurs sera appelé (#)-associé & Ve
(C, Vi) est un (n)-graphec.

Définition 2. On  diva  que Palgébre (C, Vi) =[Clicnsy €8¢ 4
(n)-graphe associé pony le <n>-graphe [Cle,.

Soit Cpp, une <n >-catégoric sur C eSET, ct soit [Can]=(C, Vin, }
con <n>-graphe sous-jacent. Notons [Cliensys Jo {n)-graphc associé A
[Ceny] construit suivant fa Déf. 2. 11 cxiste suivant [6] une (n)-catégorie
libre de dédales sur [Cliemsrs unique a un isomorphisme prcs, notée LCi¢ny-
La suite des constructions justific la définition :

Définition 3. La (m)-catégoric libre LC <y, comstruile ci-dessus serd
appelée (n)-catégorie associde a la <n>-catégorie Cen.

Proposition 1. La correspondence

Cins —*LC-«»)(WSI’- [Clem — [C](mﬂ)
définit un fonctenr d'tnjection commic sonscatégorie pleine
F:CAT »CAT™ (resp. {Fl: GRPH> — GRPH™).

Démonsiration La correspondence [Clem = [Clicnn définit de
maniére évidente une application des objcts de GRPH dans GRPH™,
3 tout <#n>-graphe étant canoniquement associé sont (n)-graphe associé
suivant la Déf. 2 soit I'application 0: ¢ »H eSET, qui se prolonge
canoniquement a un homomorphisme de —n>-graphes de maniére que
81 (Clens = [H]en> < GRPH®, i.c. la condition suivante est vérifiée

0. uy=d,; .0, k<n,

ol %, sont les opérateurs unaires définissant {H]am,; on cn déduit un homo-
morphisme de {Clin VOIS [Hien» oS conditions 0.ug=#f. 0 k&, p<n,
k+p, étant toujours vérifiées en vertu de l'égalité indiquée ci-dessus ct de
Déf. 2. — Une application d'objets de CAT;™ dans CAT ™ est manifeste-
ment définie ; supposens cneore que §:C—H est un <n>-foncteur de
Ceny vers He,, 1.0 0: Ceny 2 Hen, SCAT il s'ensuit que pour tout xe(;
on a V¢.0(x)=0". (VH({x)), ou ce qui revient au meéme 1 . 0= 0.4
mais comme cl-dcssus on €N déduit le prolongement de § en un (#)-foncteur
6 : LCicnry = LHicnn 5 1 S'ensuit 1'existence d'un foncteur F indiqué dans
I’énoncé. Certains détails sont omis.
Pour les foncteurs d’oubli de CAT<> ct CAT™ posons

e : CAT™ >GRPH®™ ct pfg: CAT® ~ GRPH™.

2, GRPH" - GRPH™,

Corollaire, Le diagramme (CAT

CAT® T CAT® 20— GRPH®™ est commultatif.

La description de la (n)-catégoric associée permet de présenter le fonc-
teur F, comme il est indiqué sur le diagramme ci-contre, comme Une com-
position de foncteurs. La vérification est immédiate.
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CAT <> -4 — CAT™
1
ré"? L'"]
! .
GRPH > = - GRPH™

Alors en applicant les Theor. A ot Theor. B, ainsi que la composition
d'adjoints (voir [3]), on obticnt :

- Proposition 2. Le fonctenr F admet pour adjoint a gauche le foncteur
£ CAT™ ~CAT, tel que F—Lew, [F] 2.

Corollaire. La catégorse CAT™ est @ structures libres pour I,

3. Quelques propriétés des catégories associées. On  sait que toute
= 1n>-ou {n)-catégorie peut étre ,recouverte” par une suite de n—1 caté-
gories binaires convenablement construites i8]. Le probléme assez naturel
suivant se pose : quel est le comportement des {#)-catégories associées rela-
tivement au recouvrement.

Soit €iny une (n)-catégoric et soit (€, Cs,..., Cyy) la n—1-suite de
fecouvrement minimale; la correspondence C(s) »(Cy, Co.,...,.C.) définit
I'application R’ : CAT™ (CAT)"*; on construit de méme I'application
R : CAT - (CAT)**. Alors on a:

Lemme. I': CAT™ - (CAT)" (resp. R) est un foncteur.

Soit S : CAT —CAT un endofoncteyr invariant sur les catégories
»habituelles” et qui transforme toute catégorie € a rétracte polaires , feuilletés”
(1,0, Uy, Uayoil, o, My 1., Ha_1) €N une catégorie € sar le méme support
ey m— s RN r—_pt—

] i [
a rétractes polaires (#1,..., 11,). Alors on a le résultat suivant
Proposition 3. Le diagramme suivant est commutatif

CAT(H) ¥ CAT(H)

B B
i !
(CAT)*! = —(CAT)»-1

La démonstration fait suite aux propriétés de base des n— l-suites
de recouvrement {87,

Proposition 4. Le foncteur associé F commutc avec les Hmiles dans,
CAT<,

La démonstration découlc de 'existence d’un adjoint 4 gauche F
pour F (voir Prop. 2) et des théorémes généraux sur le sujet [37].
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