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Le but de cette Note est la caractérisation des catégories et des fonc-
teurs internes et l'internalisation & un topos & de la notion d’adjonction.

1, Soit & un topos élémentairc. Nous noterons par m les morphismes
de structure des produits fibrés, par X le produit des morphismes et
par <, > le morphisme qui correspond par la propriété d’universalité
des carrés cartésiens 2 une ensemble adéquat de morphismes (de méme
source).

Nous noterons aussi, par Ens la catégorie des ensembles et par Cat
la catégorie des petites catégorics.

Dans [1] on définit les notions de catégorie et foncteur internes:

Définition 1: Une catégorie interne € dans & est constituée par:
i) un couple d'objets Co, C1;

i) guatre morphismes do: Ci=Co, d1: C1-+Co, 1:ComCy & m: C.=Cy
X ¢, Ci= Cy tels que:

111) dn'l:=1c°-_—d1‘1:, dom=dm,, d;m=d1n’g (TC[, Ta. C,—rC;), m < 10y, M < Mg, T2
= > == S << Ty, e >, Ta > > (1, T2, W2 Cix 0,61X G‘,Cl"‘" Cy).

Soient C=(Co, C1, 4§, 47, i, m°), D=(Ds, D, @8, d?, i®, m®) des caté-
gories internes de &.

Définition 2 : Un foncteur interne f:C—D dans & est constitué pay :
i) un couple de morphismes fo: Co—Ds, fr:C1=Dy tel que:
i1} dofy=fudg, d2fi=/foDf, tPfo=f1i%, mP(fox f)=fim. On obtient la caté-
goric des catégories internes dans & (notée par cat (&).

Remarque 1: C=(Co, C1, do, 41,7, m) est une catégorie interne dans
& ossi VX &1 8], (X, Co), E(X, Ch), &(X, do), X, d), &(X,9), &(X, m)
est une catégorie interne dans Ens.

Remarque 2: f=(fo, f1) est un foncteur interne dans & ssi vX €| & |
(&(X, fo), &(X, f1)) est un foncteur interne dans Ens.

Proposition 1 : On donne une catégorie interne dans & ssi on donne
CeiZ| de pair avec les morphismes a: CaC,B: CoC,9: CXcCoCen
satisfaisant les conditions (%) aa=a=Ba, BB=P=cp, p<le, a>=1c=9<p,
lg>, ap=oam, Be={fm:, @<P<m, N2>, Ra>=Q< T, Py Tel>>,
ot ssi on donne un objet C €1 & | tel qu'il existe F: & — Cat en satisfaisani
Iu relation &(—, C)=UF (m, ma: CxXcC— C, 71, T, Ta: C XeCXeC-C, U
désigne le fonctewr d’oublie: Cat— Ens, €— U @(X,Y)=FL(e)).
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Démonstrati : )
('hOiSiss;;’:t ES m(/{:ot.:i_:?ur la_ catégorie internc C=(Co, Cy, d .
dés que C, «, B <P Satisfo’ P=1d:, p=m on obticent les rela::[io;{s > di, 4, m) cn
tisfont 34 des ’condit' ont. 4 (?')’ S, C), &(X e}, X (%), Vgt =1E
comme FI@) pour lons similaires, donc £(X ,C) ')E‘\‘t »8). S(X, 9) sa-
(X,Y)) a UnI clzlxr utnc petite Cat.égorie €. En n,léme]teu etre considérée
tel que &(— C)=L?;? ére. lfonctorlel donc on peut COn"SltpS &(7,C) (gee
2(X. C) pc“t’ e t. Rec1pr(_7qu(rment si &(—, C)=UF Sure I;ia"’cat

- re doté avec <€ g€ C ! .— , OIS X e| & '
w = a(1 ), Be= B o ¥ Bx, % en satisfaisant & (). S =
Bf{-(f)c- sz i 552}(1 C))’ CP_‘?fgx c¢{m1, 72} on obtient pourfaefe?))-g’sé;)lz(;})lols]t
5, bk x\ ). §)=9<f.g> (on UL Eecla, Clap(f)—ef,
n vérifie que «, @ . lon suppose que af(g)=p%
By » B, @ satisfont 3 (s . ey (g)=PR%(f)).
(I'image de «) plus précisémcr:lta (). Enfin en chcnsmgant él{—),)(j, Co=Imx

C——C
T
’q

J"
e Cl)—"—

do=q, dy=gP, {=7
’ 3, 1==7, p=m (CEC=C%C
Propositi ; ¢ ¢C) nous obter At §
=(Co, Cl,p d$ dgnz‘cz 7.11,007,? donne un  foncteur 1'11?6?’?1: n;: S
me f:CD(C, D sont )“;1 D=(Do, Dy, a2, @, 17, ;m?) ssi on;cgfo' Jo) de C=
1) tel que (xux) aPf=fac Bsn(}f:f ;gcd CD?} "};ﬁﬂdivemeﬁt ap P;”fa”;r;?horﬁl]{is-
f:C—=D tel qus VYé =/B% @O X f)=foCou ssion d oSl10
) fel gue VX <|&| aBE(X, f)— T g morphispie
5(X’f1))?5=@5(£(&f)xez(x.f))f N=UXS) o, B30, N=2(X.1) b5
émonstralion. On vérifie ,
aux conditions (x que f=£f:C~D (C= a S
RéCiProqueS;l{;r)x;c ?rllors, &(X, f) satisfait au(x cocl‘llc’iit?o" D!)_Sajt1§fa1t
S satisfait (). prennant X=C et X=C #¢C on ndséms(l)lr]l]tﬂalre&
Enfin en choisiss e
ant fi= :
Obteﬂgnssu_n foncteur interm':fldé’r ,C'g.})fpfgc («%== ¢%°, aP=g??) nous
. Soient les a6 . .
GiGant topos €lémentaires &,;, &, et les foncteurs F: &, ¢
Propositi . nermes
(0) et 7 cat (B s catln s, Comsiruive les foncteurs F
5 2}~ cat(al) tels gue les df'ag?afnm(;s urs F': cat ((31)—> cat

cat
(&) ~cat{&s) cat(<£,) -cat(&y)
1
o, U, U
3 Uy
£1 F . 1 4 G
& &2 l(f
e 1

soient commulalives. Si F1—
les foncteurs d’ tio tee. G alors F'| G. (P
JT@ors o l— G, (Pa
objets de pai oub‘he, les catégorics internes éta(t r Ui, U:ona noté
pair avec les morphismes « 8, 9) nt considérées comme des
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i=1,2 les foncteurs
avee a=R=5=1c),

Démonstration. Notons par S;: &i = cat(dy)

qui s'obtiennent par Passociation C— (C  de pair
Alors F'=S8.FU,, G'=SU. satisfont a FU,=U.F', GU=UxX"
les fleches d’adjonction, respectivement

/=

Sid: lc‘l_"GF’ Y :IFG—lg, sont
coadjonction, pour Fi—G alors o'
Jes transformations naturclles oY

Corollaire 1 ; cat (&) est cartésienne.
Corollaire 2 : Cat est cartésienne

3. Soient f,g:C-Df=(ff1). g={go, g) dus foncteurs

ation naturelle interne o:fog dans &

= S5y (Py,)y 17E -Se(¥y,y) donnent

v tel que Fi—G

internes

dans &.
Définition 3 : Une transform
est constitué par:

i) un morphisme w:Con D, tel que
i) do=fo, ¥« =gu, m <adl, g1> =m<f1, ad =.
formation naturelle interne dans

Remargue 31 o f—g est unc trans
2 ssi vX | & |, &(X, ) satisfait & Ja méme condition dans Ens (&(X, )

(E(X, fo), EX, )= (E(X, go), S(X, 2))-
oint inlerne @ gauche de g (ef on note

Définition 4 : On dit que f est adj
ﬂg‘g) §'il existe des {ransformations naturelles internes @ 1o—gf, & fg—
=1y de manitre que les diagranmes
Co Dy
ful l ‘ e
l 1 < . ! = =~ g0, g4 > l-
D, D, fl(? ‘-,)fo go, 1Y Ca Ce
i 1l mP ”"c‘\L ! i
———— I)l C1+_._._.--|
<@g, £19 > sont définis).

soient commadatives (<frp, bfo>, ) ) )
duit 3 Vadjonction

Remargue 4 1.adjonction interne dans Ens con
usuclle.
Remarque 9+

(E(X, g0), X, 82))-

flog ssi VX<(E) &(X, fo), &Y. )
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