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Now combining (6.1}, (6.2) and ... (6.7), we get the proof of the theorem.
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NOTION DE SPECTRE DANS UNE CATEGORIE QUELCONQUE (1)
PAR

EUGE~N POI’A

'objet de cette mote est d’étendre, dans le cadre d'une ca.tego?le
quelcol;lgﬁfz (éventucllement additive}, certaines construfctlor}s foridg;rlxicsré-
tales en géométrie algébrique [4]: spectre, anneau de ,rgctlons, oe —
cte. Dans Ie § 1, on définit un foncteur contravariant, notf: o su: urcllditivo
gorie quelcohque, 4 valeurs dans TOP. Lorsque la catégorie esda i 5
on peut définir, sur chaque espace topologique Sp 4, des fglscez;}ﬁc ¢ ed% o (,Pon
abéliens 0,5 Cette construction est acgmphe en §6', n uti sE ! .O;Je o
essentielle un certain foncteur Qg,, 5r‘1ttr¢_)l<il’u:tea;u§§2. Elnel;olge;rgfgfieannne{l e

i ‘obj let, qui est détaillée en 33. ¥ ; :
];:ouﬁ?ago?]gt'fg)lgl?et a (II*ZNS, comme cas particulier), tandis que §7 t:futi
1’€£emp1e classique de la catégorie A-mod. Un dernier pa;agraphg(:(é%ré nl;};;
une bréeve disscution du comportement des constructions pre )

‘action des foncteurs. o
e Ii(égot?ois dernicrs paragraphes paraitront sepa’rement.gggttg note est
le développement de la conférence présex}tee_a Cape-Town 1 [a].[ 51, (8]

Pour tout ce qui concerne les catégories, nous rerz*oyggsc on'noté;
[93. € sera une catégorie quelconque. Pour un objet 4 € O e
P(A) la classe des sous-objets de de 4. P(4) sera ordonnée par aA’_’A”
d’inclusion : A’S A" si et seulement si, 11 e‘x1ste un m,?nomorsphésme A des'.
compatible avec les monomorphismes ﬁl -4 ct A=A, ld (ﬁg sede o
limites projectives finies, on note A'n A" la limite projective du diag :

A’
il A, A" =P(4)
Aff-_’A
et w7 (B’') la limite projective du diagramme:
B
s B’ «P(B)
A5B

On note |« la composition A4'—A=B.

i i ifié : tégorie correspondente.
n ensemble ordonné sera identifié avee la catégo €
Une :}i)plication f: X-Y entre deux espjr(it;?) toliologlq;:es ;g;?ori)%li):g?
i i f: X m .
homéomorphisme sur son image, si f: X - est un home N
AOQI\IB désignera la différence d’ensembles; @4 scra le complémentaire par
rapport a un ensemble qui sera clair du contexte.
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[. Le foncteur Sp. Soit € une catégoric localement petite, avee des
limites projectives finies.

Définition 1.1. On note C lu catévoric dont les obicts sont 1o couples
(<1, A} avec A =0bC ot ASP (). lels gue s

(i) A=A

(i) A'eA o A'sd"=4" A,

(i) A, A"=sA=4"nA"<A
el dont les morphisnies (. A)—{(B, B) sonl les morphismes we= Home (A, )
tels que u ' (B'Y=A. VB =B,

ASP () ayant les propriétds (i) — (i) sera appellé filtre (sur A);
Ao ayant les propriétés (i) et (iii) scra appellé hase de filtre, 11 est évident
que, pour chaque base de filtre, il existe un plus petit fittre qui la contient,
ct qui sera appellé le filtre engendré (par cette base de filtre).

On vérific sans peine que €. est correctement définic. De plus, C,
posstde des limites projectives finies. Notons +: €. =€ le foncteur oubli.

Proposition 1.2. + posséde des adjoints ¢ gauche ol o droite.

Démonstration. 11 suffit de définir D, G: C-Cy par D(A) (4, {A})
et G(A)=(4,P (4)).

Proposition 1.3. C, posséde des limites projectives (vesp. 1nductsves)
st et senfement 87 C posside des limiles projectives (resp. inductives) et alors +
contmute avec les limiles.

En  particulier, ~ est exact.

Démonstration. v étant un adjoint & droite, on sait |5] que v commute
avee les limites. De plus, on a yol)=1, donc, si €, a des limites alors € en a
aussi. Supposons donc que € a des limites projectives ct inductives. Alors :

a) Si (4, A)=0bC, (i=]) soit A---.l[IAf le produit dans C. Soit A

i€l &
le filtre engendré par la base de filtre Ac={Npri}{4}) | A=A ). Alors
l1
{4, A) est un produit direct dans C., pour la famille {(4,, A}) }ie,.
b) Soit F: (4, A)Z(B, B) dans C,. Alors (Ker [, K) ¢st un noyau
7

!
pour F dans C; ou, F': AZB et K est v filtre engendré par la base
v

Ko={Ker ">, A" | A" =A}.

¢) Si (4,A)e0bC, (j=l), alors (A, A), avee A= [].]; somme
el
dirccte dans € et A={A"eP (4) | ' (Ad)=A;, ¥,e7} cst une somme
directe dans €, pour la famille considéréc.
t !
d) SiF:(d4, A)Z(B, B) dans C,, alors (Coker I, K) avec ' : A B et
[ e
K={K'sCoker F'| p~* (K'} =B} est un conovau pour F dans C, (p désigne
la projection du conoyau dans C). :

T
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Difinition 1.4. a) Pour A €0bC, on note:
Sp (A)=1{{4, A) | (4, A) =0b C.}.
b) Pour A'sP(A) on note :
0(AN={(A,A)e Sp 4 LA e AL |
¢) Powr f=Home (A, B) on note Sp (f): Sp(B) ~ Sp (d) Papplica-

tiom dTE DT Sp () (B B)=(4./7 (B)

] i . {fY(B') | B'=B}.
\ F(B) est le filtre engendré par la base {f (’
Y g’rz;posiiio{l 1.5. 0 (A;)nO’(A?)=0 (A,nA.‘i). e
Démonstration. On a les équivalences suivantes:
(4,A)=0 (4)n0 (A2} Ad=A ot A,EAe

¢A|nAzEA¢(A,A)EO (A;nAz)

Proposition 1.6. On a;

ispHi o= _\U

FUBCA

0(B’)

Démonstration. On a les équivalences:
(B, B) = (Sp(f)] ™ (0(4")=[Sp(N] (B, B) =0 (A) =
« 3B B tel que [{B)sd'=
(B, Bye U OB)

ThBEL
" .cq est unc base pour unc
ition 1.5 montre que {0 {A")}.req est U : une
lL?ezfrp%Sp (A4). Par la suite, 5p (A) sera COHSldere*tou}%ﬁii(ﬁug;((})
tOlgtoeﬂtgopologie La proposition 1.6 assure alors que toute app
ce .

= Cogii)l;léiitilo)zni.’li. Sp: C—TOP est un foncienr contravariant.

agr . 0 Al ZO A”)@A';A": I, )
EIOBO(S:;}')D: 68061()/1});‘921'&[(,;4;;44’ ot ol tel que A'SA;.
) i€l . A'cA,). On a Fe0 (A", donc
Démonstration. a) Soit F={4,€A]| €d,}. On AU
0(4").dou A" =F, cc qui prove que A's A .La rec1proq16L(A:)CO G
fe {)) S 0 (4= 0 (43 alors pour tout ;el on a = ,
€ e (A", il existe feel tel que (4, F)€0 (A,
donc A,=A4’. Comme (4, F)=0 (A7), il existe 10 & q
on A'S 4 . . e A,
don I?é;;ﬁ‘c;guament, on a Ai=d, Wi EI (.io’nc 0{4)<=0(4). 4 i
implique 0(4'})=0 {4;), cc qu prouvepl egalrlrte.
ition 1.9. Sp (A} est un espace Lo ‘ vt
Pr?pos“;roa‘;iou Soi%r(lt F,# F. dans Sp (4). Alors: ou bl-(in, llisislsu ¢
S ' ren il existe A’ €F, et A’¢ Fy. Dong, 1l €x

’ '+ A4 F.: ou bi ' 1 ) Lo et
:)iufelr:': :)t(A')qetcl que : soit F,=0 (A" et F:50 (A} ; soit F.& (A"

F,& 0(4").

10 — Matematica
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2. Le fo
que colles e l;ct(etu(rthl Dans cc § nous admcettrons les mémes hypothe
I C‘ltél: plus, que € est une catégorie additive Aldl‘ls C o
.y atégoric additive, ¢t v devient un foncteur additif e
)he}qremclll. Supposons que : -
a) Toute limite inductive finie :
— mductive finde de monomorphismes dans €, est un
by Pour tout épimorphi
) ey phisme p dans C. pv itablit  bijecty
es smthObng de B, et les sous-objets de A, qu{? co:r!wn-nrf:;”}{(fnﬁ-mm e
5 ;c:]rs }3 commule avee les Limates inductives findes e
Lty e e S oy e T somme dirct
S e ns Ay t=1, éfinisse application i ‘
IS 1ssent une application continuce ¢ : Sp (4)
aéfinic par v 1 Sp(4.) x Sp(4s) - Sp(4) ,
)
Y ((Al. Ax)- (Az, Az))= (-"!l; Al)@(A2; Az) v

(()so(x;lf')né Sc;r(u‘:’:i).ufcgalj? Cq.’r]’/rlop(.. 1.13 2a)s,surc quc ¢ est bien définic. Soit

Y A Y i i—_—.‘. 144 3=' 5 . On a: /1'_'_A . s

A X B dans C, ct les limites projectives {inies commu?gr{?‘c. (Silr aAgcﬁs—'
370 (4)=0 (4]) x 0 (4;).

En cffet, on a les équivalences :
(s, A)), (A2, As)) = 071 (0 (Ao A, D Ases
@’f’i EA] Ot x‘lé hAg“*(‘q], A;) ‘-_0 (A;) et (A a4 Az) ":0 (-4;’3)

Ceci prouve que ¢ ¢ 1 501
) est continue., Soit (A, A =5p (A Alors ={A A
=({A,, Aﬂ:’h)’, (:42, A Ay}, Mais: (-"Il(Aﬂ)l Y ( ]( )AH}J l'S_ (4, 4)
car on a les équivalences : ' ®(dz Andy)==(d, A)

A'S(AnA)@AN A=A’ nAcAnd, (i=1,2)=A"=A

La derni¢re implicati s inst
Yexist L mmp fon, résulte ainsi: de A'nd, = i, 11 ré
@(Z:;ﬁtnczcc cdipAi €A, te} que A;nA;s4'nA,. Alors: ‘A..‘:gﬁé,(él.,rejultc
S0 A)S(A'N A)D(A' N A)SA’, donc 47047 <A implique A e
S p AL implique 4’ = A. Ainsi
e AL, N (oA, ot oo
=1, e di= 7 ek BANN Ao A= (A7@ A7)0 A, avec A7 <A, (i=
-a derniére implication résulte du fait 2
S Cs b 1 : que A;nA;=0. 5 oy =
ce QUISP.I”Ou\L que Sp Co'x‘nmL})tc avee les sonimesldirec?c]; }13;11;(: el
olt maintenant 4—B— Coke ‘
. L — Coker # un conoyau. Les hy : >
rent que Sp(p) est une application injective. Pobirr toutSC"}:}(j:%tl?cisif OIEOEI:‘

Sp(#) [0(C')]={(B, B) | B=p~F), avec C'=F}=
=0 (7 (C')nSp(p) [Sp(Coker w)],

donc Sp(p) est un homéom 1
| () estu morphisme sur son image. Soi i
Sp(B) tel que #7'(B)={A}. Pour tout B’ =B onafclmszt-t—(gérlgj)f;S?f’pobn(fnic

bl
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Ea
i1 existe K tel que pi(K)=B. H résulte que Sp(p) est le noyau de Sp(u)

et Sp(o).

Enfin, Sp(0) est réduit a un point, donc Sp commute avee les limites

inductives finies.
Définition 2.2. a) [Pour
1) le foncteur défini sur Uensemble ordonné A,

F((A. A). B) (:I"y=Home (4', B},
F((A, A), B) (G)=Home (i, 1.)-

L) On indroduil  sur Pensemble U F((A.A), B) (A1 fa
A€A
d'iquivalence -~ par I oexviste AyeA ted que w|Ar=1] Ay Nolons
(1] la classe des m, o 0.{(4, A), B) Uensemble quotient par celle relation
d'fquivalence.
Théoréme 2.3. ¢,
:-t:ll)lﬂ.
Démonstration. Soient 1, ve U F{{4, A}, B) (A7). 11 existe A'= A
A€
ot o', v €Homg (A’, B) tels que w~1u', v~v'. Définissons [#]+|v]= [ +9']
On vérifie sans peine que, ;muni de cetie opération, @, ((4. A), B) devient
un groupe abélien. Ainsi, (0, cst défini sur les objets. )
Soient maintenant f:{ds, Ag)—»(A,.AI) et g B,— 3. morphismces
dansC’. , respéctivement dans €. Pour chaque 1] €0, ({4, A), B) (derépresen-
jant #: A;—»DB,)ona f4;) =A, dorc on peut définir g wf: fHA])—Bs
{lorsque cela ne risque pas de produire des confusions, on notcra par la

méme lettre ug morphisme ¢t ses divers restrictions). Alors (g fl =Q.,

((Ae, A2), B) ct “on posc:
Q. (f e (L uly=ignS].

e{w] il cxiste Ay =A, tcl quew [A.,=
1

(1. A), B)= Ob (€, <€) notons I ({4, A),
a wvalenrs dans Ab, par:

velalion

€ % C—Ab est un fonclenr additif en chague va-

1.a définition est correcte, car, pour

=y \A., ; ainsi:

1 ginf 5{_1{‘41.) =guf ]r"m;':
Ensuite :
04 (fu &) 10- (f &) (]} =0 (f1r &) (18 ufy=lerguf fils
0. (ffss &) () =lg: guf /il

done Q. (f1, g1)o¢+ (f. 8)=0s+ [N & g}. On vérific sans difficulté que Q.
ainsi défini est bien un foncteur ~dditif en chaque variable.

Proposition 2.4. (. ((A,A),.) commule ave les limites projectives

finies. En particulicr, 0, (4, A), .) est exact @ gauche.
Démonstration. Soit {B;}i=1,.., n} unc famille finic d’objets de C.

I1 cxiste unc bijection:

a0, (4, A),‘ﬁ By~ T10. (4, A), BJ)



32 EUGEN POPA

n
définic par: «([u])=({p: #1)) on Pi:11B;- B; sont les projections canoni-
J=1
ques. En cfiet, si #, € [u], alors pau, €[ p; 4], done « est correctement définie,
IT est immédiat que « est un morphisme’ de groupes abélicns, Si«([#])=
=a([v]} on a par=pw, avee des répresentants convenablement choisis.,
Il en résulte #=v, donc « est injective. Soit :

(b= 110, (4, 4). By,
avec ¢y : A;—-—»Bs. Ona ﬂ/]" = A, doncon peut considérer o =“;‘ : 044;-4]—[ Hi.
. i=1  i=1 =1

n im1
Puisque polly;=v,, on a a([o])=([v]), cc qui prouve la surjectivité de a.
i=1
Soit F: BZC. Pour [u] <=0, ((4, A}, Ker F) on a:
¢

Qi (1) 10s (1, &) ([ul)} = feu)=[gen]= 0, (1, &) {0+ (1, &) ([u])}
Si [3]=0, (4, A), B) est tel_que Q. (1,f) ((e) =0, (I, g) ({v]) alors il

existe o1 €[] tel que fo,= gv. D'aprés los propriétés du noyau dans C, il
existe 4, tel que vy=eu;. Donc [v] Q. (1. ¢} ([sa]), cc qui montre que
Q4 ((A, A), Ker F) est un noyau pour le diagramme @, (4, A), B)=3
@.((4, A), C) dans Ab.

Enfin, si ¢ ¢st un objet final dans C, Q4+ {(A4, A), ) est 'objet final
{cn fait nul) de Ab, ayant comme unique ¢lément la classe de I"unique mor-
phisme A —e.

Proposition 2.5. Si f est monomorphisme ( respectivement isomorphisme),
alors Q@ (1,f) est injection (respectivement 1somorphisme).

Déwmonstration. Soient f: B-» By et [1], [v]<0Q, (A, A), B) tels que
[f#]=[fv]. On peut choisir #, v: A’ B, donc le fait quc f soit un mono-
morphisme implique #=v.Q, (1,/) est alors une application injective,

Si f' existe, alors @, (1,f) admet comme inverse Q. (1, /Y donc
O+ (L, /) est un isomorphisme.

Théoréme 2.6. Supposons que dans C, loute limite inductive de mono-
morphismes est un monomorphisme. Alors Q. (-, B) commute avec les limites
iductives.

Démonstration. Soit (4, A)ie; une famille d’objets dans C€,. On

définit Q) (Ié‘J(A v Ay), B) —_»EIIQJ, {{4:. A3), B) par «({u)) = ([#1e:))ie; ou
€1 A; =114, sont lIcs injections canoniques. On a « ([u]4[o]) = a([2e+v])) =
el

=([(lrt—}—lv) ei)ier= ([ue:]) 4 {{ves]). Par hypothése, tout sous-objet A'eA
s'écrit comme somme directe A'= I14; avee 4; €A, Ceci permet de définir:
iel
B : 111@+ ((4:, AY), B)=0, (IEII (A A), B)
i€ i

par B (([v,-]))——’[_]_[I v:]. On a:

i€

B (([wil)))==( UE_II ) =([E»_£IIvf])=([Uf]) donc ef =1 ct : B(a ([1]))=

=plfwed)=((Llue)=(x],

. T
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i : ! ¢ s avee les sommes directes,
donc Ba=1, ce gui prouve que ¢ (- ,B) commute a
1

Seit F:(B,B)= (B, B). Si [1]=Q, ((Coker I, K), 4) alors:
-]

O (. 1) Q- (P 1) G =[upf1=upg=C (2, DAQ. (£ 1) (1)

Soit maintenant [¢] €0, {({(Bi, By, ) tel que: Q.(f. 1) (ley=¢, (2, 1) ([#]).
Sip: B-, on a un diagramme commutatif :

i ) r

’ . T n Coker F
By ng ™ (B) — By — Co

é - = By _.—» _, Coker F

9

: hismes. On déduit que: v=vp
dont les colonnes sont des monomorp - ded .
dg:lc [v] =21 p]. Ceci prouve que @, (((Coker F, K), A) cst un noyau dan
Ab pour le diagramme:

0, (B, BY), A0, ((B.B), 1)

i L jet initl C alorS Q+((:P’ @)v J‘I):O,
Enfin, si (p, &) cst un objct mltml'da_ns & s (.|
ayant cgmlmc UI('I?CIUG élément la classe de 'unique morphlsmt: q:—rt/ .
! Remarque. Tous les théorémes de ce paragraphe rn,Es ent v
en suprimant l'adjectif ,additif” et cn remplazant Ab par ?S’S‘B) R
3. Des objets complets. Difinition 3.1. Soicnt {A, A} et ( e oL
On dit que (4, A) est (B, B)-complet st quels  que soxfzn (;{ .;{)-com-'
avec A'€A et B'eB,ona u' (B)=A. LOI’S(]LIICt (4, A) est ,

g it simplement que {4, A) cst complet. -
. %nu';ll:.lc;?r{)s que (;l1 §AY) est complet, et (A, P(A)} st (B, B)
. let, quel que soit (B, B). ‘
LompThégrémél 3.2. a) Si (d,A;) sont (B, B complets, alor'.s U":Q: A
est (B.B) complet. En particulicr, pour foul objet (:I,A).,1 ii))exets:la ;;:;
plus  petit objet (B, B) complet, designé  par {4, eam (4, A},

A Sepow (A, A) . . ——
! E(%)Bs(z' (A,)A.-) sont complets, alors (A,:QA,-) est complet. In particu

pour tout objet (A, A) il exisic un plus pcti't objet complet, noté (A, e{d, A)),

tel que ASe(4, A). o , L
! Démonstration. a) Soient A EiQIAi et ou

viel, on déduit que, pour tout B'=B on a # B

que (A, M A;) est (B, B)-complet. .

& ! s T 1,. Comme A’ €A

b) Soient 4 EQ?" el u:A'=A. Soit 1- E,Q;“ e N

viel ot A7eA;, viel onawi{d")s 4, Yiel, (‘IQnL‘ w{ A" .'Q: .

ce qui prouve bien que (4. ﬂ!Ai) st encore complet.
1€

-4’1, Comme A €A

=NA;, cc qui montre
iel
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L'interét de I i relsien o . , )
S erét de in notion d'objet complet est donné par le résultat
Théoréme 3.3. Si (A, A) est (B, B) complet, il cxiste un morphisme

Jouctoriel :
wi Q. ((4,A), B)xQ, ((B, B). O)=0, ({4, A), C).

Démonstration. Soient [ Q, ((4.A), B), visQ, (I

) i . CA), B, . . B). €) de
représentants u : A B respow: B'=C. Alorsu {B'yeA dgnc(g'u : u)"(B)’) —:
-C \est défini et [on] Q. ({4, A). C). On pose p ({x], fo)) =lvul. St m =
Fstt] (:t..'lél =[v], il est clair que vy, < [22] done w est bien défini. De plus, g
Comfl';:ltgxtr;;r?cnt un homomorphisme de groupes. Enfin, le diagramme

Q: (4, A), B)xQ,(B.B), C) =70, ((4, A). ()

@+ (/)04 (1, 9) Q. (/8

1
0. (A1, A0, B)x0. (B.B).C)) >, 0. (A4, A) €

{sur les deux cotés ([u,
fonctoriel.
Les propositions suivantes a g écisi

"0 pos s apportent quelques préci -

ture des objets complets. . e .

Proposition 3.4. Nolons e fi e o ' .
i pAlors : 1s le filtre engendré par la base {A'}, par la méme

{2))=[gvrfT}) montre que u est un morphisme

e(d, A)= UAE(A’ {4’

£€

g4 a1 (B, B)= afa

% (B.B)= | 4043, (B, B)
Démonstration. 11 cst clair que

e(d, A) J

A ge{d, A)

(A, {A'))

donc A'LE’A e(A, {A'})Se(A, A). 11 sulfit de montrer que’{‘% (A, {4"}) ost

complet. Soient n:Ad [~A et die e(d, {A'Y) ot A;=e(d 3

mpl . A, {47 47D On a

A, Ae g4, {A'nA” ‘ donc 2 Ay} = g1 r ’J:] 4 i - "nA”

iR b (day=e{d, {4’ nA"}). Mais A'nd”"=A
De¢ méme, on a:

1J = {7k

A"€EA

c%o-nc il sulfit de montrer que AL'_éAs_A,{_I-}, (B, B) cst (4, A)-complet
Sc'ncnt donc u: Bi—d avec Bi€ea{a) (B,B) ¢t dyee(4, {4'Y). On a
Bl e eafanap (B, B) et d,e (A, {Ad'nA"}) donc }

1w MA) Eeufansh (B, B), cq.fd.

(B: B)E A, 14 (B, B) »
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Proposition 3.5. I! cxisfe unc suite B de filtres, telle que :
Bl’l = Bﬂ'.‘l,

¢4 (B, B)= ,.91 B,

si f: Bi—> Ba ot [7H(Be) = By alors :
f1(By =BT, VusN,

Démonstration. On définit les B* par induction. On pose B'=DB. Si
B* cst construit, soient Bi..B,=B", ! Biwd ¢t A=A (i=1,.., )
On note B*! Pensemble de tous lus sous-objets de B, contenant un sous-
objet de la forme : #p*(Ay) no.nig{Ay). 11 ¢st clair que B*sB** (si Hom
(B', Ay=, on convient de considcrer B eB*'1). On prouve sans difficulté
que B ainsi construit est un filtre, Si B, B conticnt le sous-objet
up (A 0. nugt(Ay) alors /7 (B;) contient le sous-objct (. f) HAD 0.0
(1,f)H(A;) cc qui montre que FH(BHEBY. Llinclusion BS g, (B, B)
résulte du fait que g4 (B, B) est (4, A)-complet et de la construction

du B*. 11 reste & prouver que CJ B* cst (4, A) complet. Soient donc
w: B =A avec B'eB”® ct .fl‘ne=‘;. PPar construction, #7(4') = B™?, donc
u A e Lmj B
Corgl_lallire 3.6. 11 existc une suile B" de filtres. telle que:
B"= B,

"

e B, {B})= U B,

nel
si i By=B, alors f(B3)SB], neN,
Proposition 3.7. Il existe une suite A" de filtres, telle que:
A”SA"‘: 1’

e(d, A)= U A~
f=1

Démonstration. Construction semblable a celle de prop. 3.9.

Théorime 3.8. g : C—C, est un founcteur additif, pleinement fidéle.
g (C) est une sous-catigorie pleine de €, isomorphe a C.

Démonstration. ean{B) est le plus petit objet (B, B) qui cst (A4, A} —
complet. Pour f: B,— B, on peut définir eu.a®=f et le cor. 3.6, assure
alors qu’on obtient un foncteur a valeurs dans €,. I est clair que ce {oncteur
est additif et pleinement fidéle. Puisque e (B} est injectif sur les
objets, la scconde assertion est prouvée.

Théoréme 3.9. £.4,4) es? exact a gauche. ‘
_ Démonstration. Soit 0 B~ B> B" unc suile exacie, 0 (B, B')-"*
—>(B, B)-p-*(B”,B") la suite correspondente. Soit (B, K) le novau de p
dans C,. On sait que ¢ cst morphisme aussi dans C,, donc i }B)=K<B".
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On sait que Bi=K si et sculement si B{=B ¢t B,k Soient B/ <K,
#:BjwActA"=A Ona B;=B donc # (B))=B.0na aussi ™ }(B;)< Bis B’
done # Y{Bj)eK ce qui prove que B'= K.

Théoréme 3.10. Si (B, B) esl le plus petit objet qui est{A, A) complet,
wlors (B, B} est complel.

Démonstration. Soient BB et 7: B3 =B linclusion canonique,
Diapres le th. 3.9, (B'. ¢YB)) cst le plus petit objet (4, A)-complet.
La prop. 3.5 implique alors #Y(B)=i*(B/SB, ot n: BB est quelcon-
que. Ceci prouve que (53, B) est complet.

4. Applications @ TOP. Soit X un cspace topologique. Dans tout
ce qui suit, on fait la convention de désigner par Sp(X) 'ensemble des fil-
tres F sur X qui satisfont de¢ plus A la condition :

(iv) A eF= int 4 eF.

Théoréme 4.1. Sp: TOP-TOP est un foncteur.

Démonstration. Compte tenu des résultats de §1, il reste i vérifier
que, quels que soient X, Y cspaces topologiques et f: X -V, application
continue, Sp (f) (F)} vérifie (iv) si F vérific cctte condition. Mais ceci résulte
de la continuité de /.

Notons, pour chaque xeX, ¢(x) le filtre des voisinages de x. La
notation 7y scra utilisée lorsqu’il scra nécessaire de préciser 1'espace X,

Théorime 4.2. ¢ : X Sp(X) est une application continue, ouverte
sur son image.

Démonstration. Lc théoréme résulte des deux formules suivantes:
1 {0 (4))=int 4
A= X ouvert=i(4)=7(X)n0{A) .
En effet, pour la premiére, on a :

x<s1{0(4)) « 4 est un voisinage de x < x=int 4
Pour la seconde formule:

Feid)eixed tel que F=i(x)=Fe<i(X) et A<F

Théoréme 4.3. i(X) est le complété To de X [2). Donc i est injective
st et seulement si X est To: dans cé cas, i est homéomorphisme sur son image.

Démonstration. 1(X) cst un cspace T's d’aprés la prop. 1.9. Soit Y un
espace Ty et f: X—>Y une application continue. Soit Fed(X). Il existe
donc x =X, tel que F=i(x). Si y =X est tel quc F=i(y) alors x et y ont
les mémes voisinages. Supposons f(x)#/(v). Il existe alors un voisinage V
de f(x) (par excmple) tel que f(y)& V. Alors xef () et y&f(V), tandis
que f7(V) est un voisinage de a. Cette contradiction prouve que f{F)=f(x)
est une application correctement définie, de #(X) dans Y. 11 est clair que
Sfei=f. 11 reste encore & vérifier que, pour chaque ouvert D=V :

FHD)=i(X)n0(f (D)) .

Mais :
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f { (x)= YeDe JveX tel

o FleDe 3xeX tel que i(x)=F ct fg_x) e -
gi{(é)l)—l—?j}t ):r ef ! (D)e IveX tel que i(x)=P ct [7}(D) eF«F=1(X)n
' - . . N R P ye
nO(fR(:I)))}));:llons .21 qu’un espace topolog_,i'qt}c X st dit s’L‘mirtLgul:Crcsygl
posséde une base d’ouverts, ayant la propriete A=int ¢l A. Tout csp )

st evi semi-régulicr. . . o
= e\ll,:ail(fnnrlrf:ttiimgoﬁg; un espace topologique, [ X =Y wune application

tinue, avec ¢l (f(X))=Y. '
g a) st fest un lf;améomorpkisme local sur son wm
cramme commautatif .

age, alors on a lc dia-

X L Sp(X)
1
f sp (f)
| i\
Y - SplY)

-réguli . est owverle sur sOn image.
1 est semi-régulier, alors Sp(f)oiy es : ]
Eg ?@' 2; est semi-régilier et T, el f est homéomorphisme sty SOn 1Mage,
. o est homéomorphisme sur som image.
o Elzgzzmgtmtion. a) ig(f(x)) est le filtre des VOISINAGES de f(x), donc la
continuité de f implique :

Sp(f) Lix(fxNISixlx) -

i g é isme local sur
L'inclusion inverse découle du fait que / est homéomorphism

son image. o
b) Notons, pour simplifier, g=
suffit de vérifier que: .
g(int cl A)y=g(¥Y)n O(f* (int cl A

11 est clair que g(int cl Aysg(Y). SiFeg {(int cl 4). Il};}ls(tcf)yglln; zlonc
tel que F=le filtre engendr? par 1laA1)3as% f ';(ii/)Fa;'%c(fﬂ (;rft }él' R
'y (v) €1 A, done f7* {int ¢ eF s i : . -
;grggnflr;giflf = g(}?;I. Aj;ors il existe y=Y tel que F soit l(t): fl}fr(?ningfif)r)e
ar la base des f V), avec Veiy{y). Si de pl“f’, EEC ('{(int o 17
I:ilors il existe V, vOiSinageVOI_avCI;t[ de J'j( ft?’l (iqnutecjl’ {(1 )))C..i{1 Rt .
i impli < ot . Mais: Sint cl 4 ¢

gléll ilrrgpillq‘jle :1/:0:1:1 I[/f.‘gnt( c)l)-A, V étant ouvert. En particulier, y € int

cl A, soit Feglint cl A)).

) injectiv \ £ v, il existe V3, Ve — voisinages
Y étant T, iy est m]ectne._Sl F1FE Ve, 1 g :
disjoi;)ts pour yi, ;2. On a fH(Vnf (V)= 9, ce qui prouve que

Sp(f) (ix(ya))# Splf) (ir(32)) -

Donc, Sp(f)oiy est injcctivekUtilisax;t b)’t};\b O(}fgn:;:;str;ti;r; e:ﬁﬁ;grr;l:ﬂigl

"Théoréme 4.5. Soient un_espace ' Y e <]
souli t e XY un komeqmorph.zsme sur , ;
E:g(%;;; ;’t. 1,:1’1!0:3 iel existe une application unique f: Y-5p(X) telle que:

Sp{f)eiy. Y étant semi-régulier il
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— fest un homdlomorphisme sur son tmage.
— Le diagramme sutvant ¢st commudtatif :

zY_______E__) Y

A4
SpX
Démonstration, e satisfait aux hypothéses du lemme, done il suffit
de prendre f=Sp (e)osy. L'unicité résulte du fait que ¢l g(X)=Y.
Théoréme 4.6. Sor! X un c¢space semi-résulier e Ty ot X:5X un
sous-espace quelcongue. Alors il existe un homéomorphisme sur son image
Sl (X)) - Sp(X).
B D':‘moustration. En effet, il suffit de définir f=i,0¢, avece:cl{X,) -~ X
I'inclusion canonique, ct d’appliquer le lemme 4.4.
Les deux derniers résultats justifient la définition suivante.
Définition 4.7. Soit X un espace lopologique semi-régulier ¢t To. On

appelle bord de X toutr partie @+ AsSp(X), formée de filtres sans point
adhérent dans X,

Remarquons que, si .\ est localement compact, alors F est sans point
adhérent dans X si ct sculement si @K =F, VK=X compact.

Le bord 4 sera dit 7', (resp. compact) si I'espace topologique XU AS
SSp{X) est T (resp. compact).

t Proposition 4.8. Soit & un bord. Les conditions suivantes sont équiva-
entes :

a) A est 1,
b) Fi1#£F. =4, 34,€F,, d.€F, lds que A,0A4.~F.

¢} Fy, FoeAet 3U ulirafilive sur X. plus fin que F, ct F., alors F,=F,.
Démonstration. Immédiate

3. Correspondences entre les bords. Soient X ¢t Y deux cnsembles
¢t o: P(X)-P(Y) une application monotone. On peut donc supposer Y=
=p(X). Notons:

W(B)= N 4,
BSoprds

W(B)={x<=X | Bno(x)#£ I},
pour BeP(¥).
Proposition 5.1. {y=Y |U(v)=F}= N o(X\{x}),
zeX

eY ih()=at=Y\U ox).
reX

Démonsiration. ¢(y)=@=VyreX IA, X tedl que yeop(d,) ct x &
¢, 3xe X, y= o0 (X\{a}) 2ve N (XN .
cE€X

h))=@w=VreX, yFolale yel™ | ox).

z€X

2
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Proposition 5.2. {vEY card U122} = U (e{x)ne(x) .

rvx
Démonstration. card G,(v) 2 2 Jx£ " tels que
ves(x)ner)eye U (X))
XA

Proposition 5.3. () € { | d(yysAd} .

(3 19y) < AT St U L 2l

Démonstration. Si veo{d). par définition LEJ(_)’)'EA; Si ‘(:l’(y%EA ot
Gy (y) #@. 11 existe vedy(y), done v & of 1) clt xE_Al, d.oug-') -rql(f' -
""" Engénéral,iln'y a pas de relation entre $(y) et $a(y). | ‘l ca:*c ';Jl—:)r (/,)’
alors O(v) =¢. Si card bi(y)=1. alors Wy) =@ ou bu}n f‘,ﬁ(:} =d,(y).
Proposition 5.4. Lcs conditions suivanies sonl CqUIvaicnies .
D) @)= U sle)=Y et 7A)ne(B) =gl 0 5)
x

b, oS tion ¢t o{d) = 4 H1).
L) &, est fonction ct ¢(d) = $7i{4) o o
I)))c’ﬁz:mslmﬁon. a) =b) U p(x)=Y ct la prop. 3.1 impliquent g () #

zEX
e = £y ¢t de la prop. 5.2 on
: . Meo(fln{r)=o(@)=@ ct x#y ct de la prop. 2.2 o

Rrht f'(lfa)l nLIJCi((;')) =T,( 'Vi' L{‘y,J)Donc, ¢, est fonction. De la prop. ‘3% on dc;hu(t:
b=HA) Eo(A). Inversement. soit v 9(4). Si x=(), alor:i_}qécp(x), don
'\-;,;(t) no(Ad)=o(xnst) ce qui implique .tn.z"lszS, donc x&d. -
o b) = a) 4, Gtant fonction, les proprietcs de a) sont bien connu
pour l'image invérse. . S

Proposition 5.5. Les conditions suivantes sont dquivalontes

2) (@)= ; U_2(x)=Y; o{nd)=nslds).

z€X =1y

b) 4 est une fonction et o(d)=9 ). o ‘ .

Ij))ér:}o-:rsi;'c;tfo;z. a) = b) De o(nd)=ne(4:) ]11 [resultoe )%Elol(;](gl)l)-
donc U{v) est le plus petit ensemble A, tel que y €94} ,atp | p_1 Wplet
que alors o(y)#£@. Yy=Y. De yeY=Ugo(x) on a card ${v} =1. V. ,

zEX )
i impli veo{d{v)) = done
donc ¢ est fonction. Aussl, b{v) €4 implique 1 so{U{y)) So(d), dot

apres la prop. 3.3 ol d)=¢(d). .
‘ dpltb) = 131)}3) stant fonction, les proprie
e é;?;?]gé(;réllgr.%r.S{f,cs conditions suivantes sont équivalenfes :
a) & est fonclion o () = 97N .
b) by est fouclion vl o(A) = ¥4} -
Dans ce cas, b = ) . s
ition 5.7. U et by 1 P(Y) - P(X) sont smonofohes. 1 .
I;)r-gﬁzf:s;mt-jmr. Svoit B:‘- B.. Si BaSo(4), alors IB,EQ(;»I)], dgn)c (B, =
= (By). Si Bino{x)# @, aors Bino(x)#@ done h(By) < Uy(Bs) .
" Proposition 5.8. On a S(u B =48y ct
S{UBY = Uh(B) - -
) "apré iti deédente, on a Uwlbd =
monstration. 1’aprés la proposition precedente, '
'.;IUB{))wgt(‘mUtbl(Ij‘f) = ',(IC_JB,). Si x & Y(B,) alors ,,m.ete $(By), Visel. 1l
censuit viel 34, tel que Biso{dy) ot xgA; On a:

—

t¢ de a) sont bien connucs
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UBisUs(dn=e(ld)
et x & | A, d'ott x & (UB,). Pour la dernié¢re inclusion :
WUB)={xeX | (UB)no(x)£ B} ={r=X | Ho B,no(x)#)
=U{r =X | Bino(x)# &} =Ud(B)
Corollaire 5.9. U@ = : (@) =&
WNB) = N(B:) : w(NBi) = Ny (By)
Propesition 5.10. a) d(e(d)) 4. Si o{Nd:) = Np(Ad,) alors B <

S 5(4(B). |

by Si Y=L o(x) alors BEo(p:(B)). Sio(@) =2 ct o(ANB)=o(A)N
Ne(B) dlors {i(e(d)) = A.
Démonstration. a) On a:

Ho ()= N A'<d.
P4 Sl
Sio(N4d)=Ne(d) alors: o(y(B))=o( N A)= N o(4)2B
BpC(dy BCopd)

b) Solt.yEB. Si Y=zLé)xgo(x), alors il existe ¥=X tel que y<=g(x).
Donc xe{z | Bnoe(z)#¢} d'ou:

y=o(x)€ o({xn | Bne(x)# @} = (B)).
Soit x¢.4. Si @(F)=@ et o(dn B)=q(A)no(B) alors:
o(d)ne(x)=¢(Adn{x))=o(@)=@,

donc g%t{z I ;P_(,:) Ne (z)z¢®}= Da(p(4)).
~ Soit ‘maintenant £ un autre ensemble et ¢’ : P(Y)=P({Z) une i-
cation monotone, telle que ¢'(Y)= Z. Notons ¢" = <p'(ocp)e_t) S(()igntu:.pb‘ E:l:l?’plelt
thy, 91 les aggllcatlons correspondentes, o
Proposition 5.11. Si U ¢'(B)= ¢'(\UB.) alors :

$1{$1(C)) = $1(C), YC =P(Z)
Démonstration. On a:

PUOD = L X THONA # @) ={reX | <Y tel que yegls) et

Al ) S wf e p— P .
nq?'r(;(f))(gg}? (p(x)) donc ¢1(di(C)) S 4i(C) car §(C) ={x= X|Cn
Réciproquement, si \Jg'(B;)=¢'(IUB,) alors:

WO ={xeX [C( Y o()#@}={r=X| Iveel) tel quo
Cag'(y) # B} = (di(C)-

_Indiquons {rle}intenant une interprétation catégoriclle des quelques
conditions considérées plus haut. L’ensemble ordonné P(X) sera identifié
a une catégorie, ct les applications monotones 9, ¢,... 4 des fonctcurs.
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Proposition 5.12. Les conditions suivantes sont équivalendes :

a) U est adjoint 4 gauche de 2,

b) © a un adjoint 4 gauche.

c) e{nd)=neld. )

Démonstration. a)=>b) Evident. b)=c) Bien connuc, compte tenu
du fait que Vintersection est une limite projective. ¢)=>a) On doit vérifier
que Beo(d) < U(B)sA. Si B o(4) la définition dc¢ ¢ implique $(B) = .
Réciproquement, si O() € 4, alors §(B) - M A’ donnc:

BEpA)
BE n{g(d’) |B So(d) =2 ({n 4" | BSa(A)})=2((B) < 2()

Corollaire 5.13. 87 o(nAy) =ne(d:) e

9'(n By = no'(By), alors g'(C))="(C)

vC = P(Z) (notations de la prop. 5.12) ;s

Proposition 5.14. Si 3'(A)So(d), VA EP(X) ct &, 4" (resp. 9, W)
sont des fonelions. alors:

O (X)) (resp. b = ¢ | (X))

Démonstration. Si x € ¢'(X) alors : $(x) S9'(x) et $i(x) 2 ¢y(x). L'hy-
pothése que ¢, ¢ ct &y, ¢ sont des fonctions implique l'égalité.

Remarquons cnfin que, si ¢: X—P(Y¥) est une multifonction [1]}
alors on pcut prolonger ¢ a une application monotonc P(X)-P(Y) par
o(A)= U g{x}). On a alors ¢{l J4,)= Uo(,:). Réciproguement, sl ¢ : P(X)~

A

J:E M . I
—P(Y) satisfait & o(lLUd:)=e(A,) alors ¢ peut étre considéré comme une
multifonction. En particulicr, ¢ et ¢, sont toujours des multifonctions.

Nous allons appliquer les considérations précedentes a l'étude des
corespondences entre bords. Soient A et I' deux bords de T'éspace topolo-
gique X, supposé T'; et semiregulier (cf. déf. 4.7). On définit les applications :

fpa, Sra P(F)-—)P(A)
par:
ira{1")={Fea | 3F, el’, F2F}
sra(lV)={F= A | 3U ultrafiltrc ct F, € I tels que U2F et U2Fy}

(avec TV=TI). Les propriétés suivantes sont imédiates :

a) tra(@)=sra(P} =2

b) ira et sra sont monotoncs.

¢) tra(IMyssra(l”), VIV eP(I)

d) tI‘A(UFS) _Utl"A(Fi) ct

sra(lUT) =Usra(I).

Proposition 5.15. S7 T est T alors tm(ﬂI‘i)xﬂtm(_l“,-). - _

Démonstration. L’inclusion fpa(n )& fiira(l’;) étant immédiate, soit
F = nira(l;). Pour chaque iel il existe alors Fy e[y tel que F>2Fy,. r
étant Te Fi¢ cst unique, donc Fusn Ty
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Proposition 5.16. St ' est compacte, alors sps(1) =2,
Déwmonstration. 1 ¢tant compacte, chaque Fea a un point d'accn-
mulation sur I, soit Fy. 1l existe alors un ultrafiltre plus fin que F ¢t F,,
Corollaire 5.17. Si " esi 1 alors il existe unc fonction
apy: fra (1M1
felle que ap) (IM)=ifra (1), V'S

Le résultat suivant a été utilisé dans [67 :
Propesition 5.18, S¢ T est compact ef ASXN alors

An@o{4)ssra (I'n€0(4))

Dimonstration. Soit Fean@0(.1) donc A€F. Il existe un ultrafiltre
U plus fin que F tel que @4 €U, I’ étant compact, il existe Fye 1 tel que U
soit plus fin que F,. Alors A4 € F,. ce qui prouve que F, = 1'n €0(.1).

L’application fry permet. dans certain cas. la comparaison des solu-
tions du probléme de Dirichlet. relative & deux bords. On considére, comme
excmple, le cas simplifié suivant. Supposons [3] X localement compact et
S un ensemble de fonctions #: X —=(-o00. -], i.s.c. Pour chaque bord
P et chaque fonction f: ' [ — o0, - 0] soit:

HY(x)=inf {u(x) | v =8, lim inf{ «zf(F). YVF=I'} (yveX).
v
Supposons I' compact ¢t soit A un bord. tel que fry (I)=3. Alers on
a Japplication apa :A—T et inégalité seivante est valable:

1"[})0 xra s H}:
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SUBGRADIENTS OF CONVEX FUNCTIONS ON RIEMANNIAN
MANIFOLDS ¥

BY

CONSTANTIN N, UDRISTE

Suppose M is a complete connected finite-dimensional Riemannian
manifold. Let 4 be a totally convex set in M and f: A '-+I\’ ‘n.e a convex
function. The sct 734 of cotangent vectors to A at a point 1 1s a convex
cone in T3M. Let v be a generic point in 4 and y5,(¢), £=(0, 11, bea geodusic
are such that v (0)=x, yo(l)=y, 7,(0)=X,=T.A. We denote by Ty
the set of all geodesic arcs joining the points a and v,

1. Definition, A 7-form w, s 15 is called the subgradicnt of fal x1if

V2 (x4 ol l0), Yyed, Vyyely,. .
& j; Definition. 7'he set of all subgradients of [ at v 1s called the subdiffe-
vential of f at x and is denoted by 8f(x). The multiform map Of : vo0f(x) is
called the subdifferential of f.

3. Remark. I fis differentiable at x, then e, =df(x) .

4. Theorem. The sct df(x) = T1A contains at least one element.

Proof. Since fis convex on A, we have

YayE)— f( =
1) — sty » LS5 D,
where ¢>0 and Df(x; X,) is the unilateral, directional c!crivgtive {7] of f
at x with respect to v, (0)=2X,. But T;A is a convex sct 1n M and {{{—-v
~Df(x: X;)is a convex function [7]. Therefore {8] there exists w, =T, M
such that (X, )<Df(x; A;) and hence F(N—flx)zodXs) e w, E0f(x).
5. Theorem. T he set df(x) is convex and compact.
Proof. et o}, wf=df(x). Then
F)2 AR Flrn(0), F(1)2f(3) + 0y (0), Yy A, VS T
Multiplying the first rclation by I-s, the second by s=[0, 1], andladdlilg.
we find f()2/(x)+(1—5) oitsed) (fal0) . Yy A So (1—s)eitseis
<df(x) and hence df(x) is convex.

*) Communieated at the Nalional Colloguium of Geomelry and Topology, Cluj-
Nupoca September 22—24, 1973.



