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OSCILLATIONS DE CERTAINS SYSTEMES DIFFERENTIELS
IMPLIQUEES PAR L’EXISTENCE DES SOLUTIONS
BORNEES (1)
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1. Introduction. Considérons le systéme différentiel ordinaire du
premier ordre :

) X8y =filt. %a(E)srs Xalt)), T=1,0, 1,

oti les fonctions fi sont réelles, définies sur 'espace K x R

Nous allons supposer que les fonctions f; sont presque-périodiques en ¢,
uniformément par rapport a la variable y={(x...., x,) appartcnant a des
ensembles compacts de R".

Soit A =(%,.... x,) une solution du systéme différenticl (1).

Définition 1. On appellc svstéme associé @ la solution x du systéme
difféventiel (1) la famille des systémes différentiels linéaires et homogénes
de la forme

(2) 2 = 3 oult @) (),
=1

ou
1

oy (L a) = Sg—'i-—' {t, 2(t) 4 su(t)) ds, ult)=a(t+a)—a(t). as K.

Définition 2. On appelle svstéme associé an systeme différenticl (1)
la famille des systémes difféventiels linéaives et homogénes de la forme

(3) zdt) = ,i o (t, @, ¥} 24l8),

ol

oult, x, ¥v) = S()j,.-'(")‘x, (¢, v(t)+suft)) ds, u(t)=x(t)— y{#),

x étant une solution du systéme différentiel (1) et y étant soit unc autre
solution du systéme différenticl (1), soit une fonction de la forme x(¢-+a),
« étant un paramdtre récl.
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ot

On observe que. dans e cas ot e svstéme différentiel (1) ost un systéme
linéaire de la {orme

"

ult) Y all) v i b,
J=1
e systéme associé dla solution v et {e systdme associé an syvsteme (1) -ont
les mémes,  plus précisément, ils cotneide t avee e syst me homogéne

b

:i(t) Z Hu(!) I (l).
J=]

Dans Ia suite nous allons montrer gue certalnes propri¢tés des systémes
associés impliquent des oscillations du svstdme différenticl (1), en élargissant,
quelques résultats de AL Halanay (37 au cas des svst mes dilférentiels
non-tinéaires.

2. Quelques propriétés de certaines familles de systémes différentiels
linéaires. Soit la famille des systémes différenticls

(4) 2= Y oult @) 22, i—1.m,

i=1

ot @€ R ct o sont des fonctions réelles et bornées, délinies sur K x R,

~ Par B(/. £, a) nous allons désigner la matrice fondamentale des so-
lutions du svstéme (1), ¢’est & dire la matrice qui satisfait an svstéme diffé-
rentiel
(5) { 13(1', to. (J) == ?(f, (l) ]f(f, fg, H),

];(fo, tu. a) Exq]

par ¢ symbéle | nous avons noté la matrice unité du tyvpe n>u ¢t par
B(f. @) la matrice (9y{f. @))u . n.

Lemme 1. Supposons gu'il cxiste deuwv coustanies posifives x, B, in-
dépendantes de a, telles que

(6) |B{t. to. )| €Be 00 Wizt,,

alors, quel que soit a, i} existe une fonction Liapunov T'(£.q) vt deux constan-
tes uw, M. indépendantes de a. telles que

(7) w| v a) 2,y M| x|,

quel que soit le vecteur a7, solution du systéme (4),

Démonstration. La démonstration de ce lemme est toute & fait analogue
a la démonstration du théoré¢me 1.6 de {4] p. 48,

Considérons unc forme  quadratique (H{) x, x} ayvant la propriété
suivante :

(8) T, OV o iy )

ol %, o= 0, %, of 2y étant la plus petite et respectivement la plus grande
valeur propre,

e
[
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Pour a fixée ot 1% une solution du svsteme (4), nous allons définir

({1, @) x°. x%) = \ (W (s) Bis. £. @) 3%, B(s, 1, a) ¥°) ds

ot done, la matrice F(f, a) est donée formcllement, pax la relation

ar

() Vb, a)= S B(s, t, a) Wis) B(s, 1, a) ds.

t
Puisque nous avons l'inégalité {6) et | W <y il résultc l'indgalité
snivante :
« - B.l
. Tarlt
V(4 a) | ooty posebds = 25
: o
1
ce qui assure la convergence de I'intégrale de (9) par laquelle nous avons
Jdéfini la fonciion V(¢ a). o
En prenant M=2,0%2%, nous avons assuré lindgalité :
(V(¢, a) a®, x V< M| 7,
la constante M étant indépendante de a. _
En utilisant la partic gauche de l'inégalité (8}, nous avons:

=

(1) (V{t,a) x*, 2%) 2 %lm(B(s, t,a)x®, B(s.t,a) x%) ds )\m\ | x%(s, ; x°)|%ds.
: .

Puisqu’on a

{11) A%s, 1 x%)- x“—l—& o, a)a®(u, & a%) du,

4
ct en utilisant de méme le fait que |, ¢ x| Bl a® |, pour uxt

on obtiendra linégalité suivante:
L]

{12) | a%(s, t; %) — ¥ < ﬁlx“iS]qa(u,a)idu.

La matrice o(f, @) cst bornée et par la suite, en prennant un intervalle d'in-

tégration t<s<i+y, assez petit, de (12) il résulte :

0 1 -
(13) |x2(s, 25 ¥°)—a*i< o[ 2°],
inégalité qui nous conduit a :

1
|a0(s, 25 &% 31001 — 1% (s, 80 0) — 2°(> S #°)

AMutomintich
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En revenant a I'inégalité (10), nous avons :

{(Vi{t,a)x®, 2®) = 2, S [x*(s, ¢; **)|*ds =
¢
(1‘1) 4y
"
2 ?\mS‘ A% (s, t; x°)|*ds = -ﬂ; 1o
4
¢
et cn choisissant u=»X,y/4, I'affirmation du lemme 1 résulte.

On remarque le fait que si la constante B est dépendante de a, alors
la constante v scra aussi dépendante de a, puisjue la constante v est choisie
de maniére que I'inégalité (12) conduise A I'inégalité {13).

Soit la famille des systémes différenticls linéaires et non-homogeénes de
la forme suivante :

(19) %) = %, vulta) 350 + k),

olt les fonctions ¢y, f; sont supposées bornées pour £20, Yaze k.

. Lemme 2. Supposons qu'il existe deusx constantes positives «, et B,
wndépendantes du paramétre a, telles gue Vindgalité (6) soit vraie ; alors toutes

les solutions du systime (15) sont bornées pour t> 0, a<R. De plus, on
arnra 'inégalité

(16) I x%(¢) | < K sup | f(¢, a)l,
(20
la constante K étant indépendante du paramétre a.

Démonstration. En utilisant le lemme de [4] p. 222 au systéeme différen-
tie] (15), on obtiendra I'inégalité (16) o la constante K cst:

2M3.'2
phir

les constantes p et M étant définies dans la démonstration du lemme | ot
par conséquent K est indépendante de 4.

A=

3. Oscillations du systéme (1) impliquée par les solutions bornées.
Théoréme 1. Si, :

1°. les dérivées 8fi[0x, définies ef continues sur RX R sont bornées
Sur tout ensemble de la forme Rx K, onn K est un compact quelconque de R*,

2° I systéme (1) a une solution bornie x,

3°. le systéme associé @ la solution x a la propriété qu’il existe deux con-
stanles positives o, B, tndépendantes de a, telles que soif vraie linégalilé (6);
alors le systeme diffiventiel (1) a une solution presque-périodique,

Démonstration. Dans 1'inégalité (6), par B(Z, £, a) nous avons noté,
cctte fois, la matrice fondamentale du systeme (2).
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Soit a & I et notons u{¢) = x({-Fa) — x(t), r étant la solution bornée
du systeme (1), Nous avons :

Y ool @) () -+ fo (14 a, x(t +a)) — £ (&, 5(t 4 @)

i=1

(7)) aft) -

ot les fonctions 9y, résultées par Uapplication du lemme de ?Iadam_ar’d
(voir [6] p. 186), ont la méme signification comme dans lc systéme diffé-
rentie} (2} . ‘ N o

Soit z la solution du systéme différenticl (2) dans les conditicns ini-
tiales z(0)=u(0)=x{a)—2(0). Notons v(t):_ugt)——z.(t), alors 2(0)=0 et de
plus, la fonction v satisfait au svstéme différentiel

(18) 5t) = 3, @ult, )ulHfilt+Ha, a(t+a) —filt, i+ a))-

On peut appliquer au systéme (18) le lemme 2, qui nous conduit & l'inégalité
sulvante :

(19) o(t)| < K sup| Sk, x(t--a) —f(h, (t+a).

ol la constante K est indépendante du paramétre a. .Choisissm}ms a une
e|2K presque-période de la fonction f et alors nous obticndrons 1'inégalité
suivante :

2
{20) |2(2)| < 50 ¥t 20,

D’autre part on a inégalité | z(f) I<Re ™| 2(0) | ct puisque 2{0) est
bornée d’une borne suppéricure, indépendante de Ia. i} regulte )quc, qut}:l
que soit /20, il cxiste T'(e), telle que | z(f) [<¢€/2, Yt;?(s). Par consé-
quent, compte tenu de la maniére dont nous avons définie la fonction v
ct de 'inégalité ci-dessus, il résulte :

21) L u(t) | < &,

égalité i i ;e sque-périodique A
L'tnégalité (21) affirme que la fonction x est presque-périodiq
I"avenir (asgymptotiqucment presque-périodique). Du théorcéme fondamental
de Fréchet, on aura x(f)=u(f)+w(?), ot la fonction # est presque-périodique

ct la fonction w a la propriété que lim »(¢)=0.

t— w
‘autre part, a %(t) = u(t) + w(t) = fit, w(®)) + f(t, u(t)+w () —
= f(t,Ii(:;)u)t ft I}?lfiéqu?iim {;((t,)u(t;tg— w(t;ei(-—f(t, u(#))] = 0, 1l résulte que la

fonction x est une fonction presque-périodique & I'avenir (p}lisgue la fone-
tion f(¢, %(t)) est presque-périodique). Conformément au  théoreme 3.3 de
71 p- 21 ona:

viz T(e).

w(t) = flt, u(t)).

ce qui implique que la fonction # cst une solution presque-périodique du
systéme (1) (voir [17).
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La
o
L.

Le théoréme 1 n'assure pas unicité de la solution presque-périodique
du syst me (1), Le théoréme suivant va établir un résultat concernant
Vunicit¢ de la solution presque-périodique et le comportament de cette
solution & Pavenir.

Par B(f,1,) nous allons comprendre la matrice  fondamentale du
systime (3).

Thiorime 2. Si:

1°. les dérivées Ofif0x; définies et confinucs sur R R sonf bornées sur
RxK, K étant un compact guelconque de R",

2% le systéme (1) a une solution bornée w,

3°. 1l gaiste denx constantes positives «, B, telles que

| Bt ) < Bei,

quellc que soil la paire {x, y),
alors le systéme (1) a une solution unique presque-périodique qui est uniformé-
menl asymptotiquement stable.

Démonstration. Les conditions du théoréme 1 sont satisfaites ot par
suile il existe une solution presque-périodique. Soit la fonction # la solu-
tion presque-périodigue qui est assurée par 'existence de la solution bornée x.
Supposons que le systéme (1) a cncore une solution presque-périodique,
disens la fonction v. Posons $,(t)=u:(¢)—v{t) ct alors le systime (1) nous
conduit au systime suivant :

3" P.e'(*’) = Sn'_, pult, . ) pit),

§=i

ol les fonctions ¢, sont définies de Ia méme maniére que dans le svstime (3).
Puisque la matrice fondamentale est bornée, on aura 'inégalité sui-
vante :

(22) | p()] < Be [ £(0),
d’otlt il résulte que lim p(#)=0, c’est A dire la fonction «{t)—w(¢) vst une
{o=wcn
fonction presque-périodique ayant la limite zéro, lorsque - c0. La seule
fonction presque-périodique ayant la limite zéro 4 linfini est la fonction
zéro ¢t donc u(t) = u(t). .
Soit u la solution presque-périodique du systéme (1), dans les conditi-

ons Initiales ui(to)=u,-° ¢t » unc autre solution du (1), avec les conditions
initiales w,(¢)) =2, alors on a :

(23) wi(t) — vi(t} = i ou(t, u, v) {udt) — v;())

Puisque la matrice fondamentale du syst{me (3) satisfait & I'inégalité
donée dans 'hypothése 3%, on aura ;

(24) a(t) — o) < | B L) -] 0® — 0 |<B| w® — o] o701,
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L'inégalité (24) implique que la solution # ust unifermément asvmyptoti-
quement stable. De ce théoreme il résulte gue toute solution du svsteme (1)
cst presque-périodique 2 l'avenir.

I est & remarquer que les hypothéscs 3° des théorémes | et 2 font quo
ces deux théorémes aient un intérét plus théorique que pratiquce. Dans co
qui suit, nous allens donner unc condition, assez simple & vérifier, impli-
quant les deux hypothises des théoremes | ct 2. )

Suppoesons qu’il existe une matrice de fonctions continues & = (&)=
g R = R, telle que:

2[1 (t, %) € gall), Vi Lo V(£ ),

().’l’(

(1) )
OF; R .
Ui 1, )| < gy, vii, Vit,m).
Xj

Par la norme d'un vecteur x nous allons comprendre | xl= ¥ |ay | ot
i
par la norme d'une matrice 4 = (@gluxs |A] = sup ¥ ay|. DYapres (53,
By

par la norme logarithmique d'une matrice A, notéc par {4}, on comprend
Ia limite:
. t—hd|—1
p{A) = lim H—nadj=7 .
B+ h

Dans le cas olt on utilise les normes ci-dussus, on a e

u(d) = sup(Re i+ Y !a,ﬂ].
R o

izk

Les inégalités (1) impliquent les inégalités suivantes :
() Qult, 1. 8) € gult). Vi= 1o, Yt x),
: 1"'?U(t> Xy .:") ‘ S gﬂ(i)’ Vf:#]‘! V(ﬁr X J")
et par conséquent on aura u(9)<p(G). N

Un théoréme de Lozinski 5] dit que, sion a le systéme différen-
tied x(O)=a(f)x(t), a=(ay)axn ct A, s) ostla matrice fondamentale, alors
on a l'inégalité suivante :

1A s < CXPS w(a{s)) ds.

Nous avons u(@)<{G) ct alors, si B(Z, s) est la matrice fondamentale
du systémice (3), on aura :
t
| B(¢, s)| € exp S n{o( u)) du < exp

b3

w(G () de.

™)
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Théoréme 3. Si
¢
x>0 ct s w{G(m)) du < — =2ff —5), Wi 2 s,
L]
alors les hypothéses 3° des théorémes | et 2 sont vraics.
La démonstration de cc théoréme résulte aisément, puisqu’on a:
[B{f,s)l g e@t-0, Wiz g,
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ON ABSTRACT MEASURE DELAY DIFFERENTIAL EQUATIONS
BY
5. R. JOSHI and 5. . DEO

1. Introduction. Recently, Haimovici [4] and R.R. Sharma [6]
have considered differential equations in which an ordinary derivative is
replaced by a derivative of a sct function, and as a result, the solutions
happen to be signed measures. Such differential equations may be called
abstract measure differential cquations (AMDE).

In the present paper we deal with an AMDE involving a delay and
study some basic problems, such as cexistence and uniquencss of solutions,
extension of solutions. maximal and minimal solutions. The maimn tool is th_c
application of fixed point theorems due to Banach, Schauder and Tarski.
We also obtain a differential incquality and a local stability result. Exam-
ples are given to iHustrate some of the ideas involved in the theory.

2. Preliminaries. Let X be a rcal Banach space with any convenient
norm ||.|l. For any two points x, ¥ in X, the segment xy is defined by

¥y={reX: z=xtr(y—x), 0gr=1}.

Let 20 and ¥, be two fixed points in X such that xe5:0, 3020, ani—o—yo_cmo
where 0 is the zero vector in X. Let zbe a point of X, such that Oxec Oz, For
this z and a € vor, define the sets S, and S, as follows :

S,={rx:—o<r<l}, S;={rv: —o0 =<, <1}.

For x;, ¥; =507, we write 1y a2 (or 422 x) if jo.\fl_c__‘::‘;'z. Let the positive
number || xo—yof be denoted by w. YFor cach x € xez, 22 Xo, let x4 denote,
that element of ye for which the relations ay<x and | v—x, i|=w hold.
Note that x,, and wx are not the same unless w=0 and x=0.

Let M, be the smallest d-algebra on S, containing {xo} and the sets
Ser x = yox,. For any 2> %,, let M, denote the smallest d-algebra defined on

S,, containing M. and the scts S;, x =x.z. For any sct §in X and a d-alge-
bra M on S, let the symbol ca(S, M) denote the space of all iinite signed
measures. Itis known that ca(S, ) is a Banach space, with respect to the
norm || .| given by

Npi=1p1(S) pecals, M),



